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Î óíêöèÿõ ßêîáè è Âåéåðøòðàññà (I)
è óðàâíåíèå Ïåíëåâå
Þ.Â. Áðåæíåâ
brezhnevmail.ru
Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåðàáîòàííîé è ñóùåñòâåííî ðàñøèðåííîé âåðñè-
åé ðàáîòû math.CA/0601371, äîïîëíåííîé ïðèëîæåíèåì.
Ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ θ-
óíêöèé ßêîáè è σ-óíêöèé Âåéåðøòðàññà: îáûêíîâåííûå äèå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû. Ìû äàåì òàêæå ðàñ-
øèðåíèå êàíîíè÷åñêèõ θ-óíêöèé è ðàññìàòðèâàåì ïðèëîæåíèå ê
øåñòîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå (P6). Îáùåå ðåøåíèå ÏèêàðàÕèò÷èíà
óðàâíåíèÿ P6 ÿâíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëîãàðèìè÷åñêîé ïðîèçâîä-
íîé îò ñîîòâåòñòâóþùåé τ -óíêöèè (îðìà Ïåíëåâå).
The paper is an essentially extended version of the work
math.CA/0601371, supplemented with an appliation.
We present new results in the theory of lassial θ-funtions
of Jaobi and σ-funtions of Weierstrass: ordinary dierential
equations and series expansions. We also give the extension of
anonial θ-funtions and onsider an appliation to the sixth
Painleve equation (P6). PiardHithin's general solution of P6
is represented expliitly in a form of logarithmi derivative of a
orresponding τ -funtion (Painleve's form).
2. . . ìíå êàê ÷èòàòåëþ îêàçûâàåòñÿ ñëîæíûì ðàçî-
áðàòüñÿ â òîì, ÷òî æå ÿâëÿåòñÿ íîâûì, à ÷òî çàèì-
ñòâîâàíî èç êëàññè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. (!)
. . . â ýòîé ðàáîòå âñå íîâûå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
áîëåå èëè ìåíåå òðèâèàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè èçâåñòíûõ
àêòîâ.
. . . ìíîãèå îðìóëû èç 3, 58 ðåöåíçåíòó õîðîøî èç-
âåñòíû. (!!)
. . . íà ïîâåðêó îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì ïåðåïèñûâàíè-
åì õîðîøî èçâåñòíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Ïåíëåâå.
. . . ðàáîòà ïðîèçâåëà âïå÷àòëåíèå íåêîåãî ñïðàâî÷íî-
ãî ïîñîáèÿ, àäðåñîâàííîãî ìàòåìàòèêàì íå çíàêîìûì ñ
êëàññè÷åñêîé òåîðèåé. (!)
. . . referee did not see these formulae before but believe that
suh formulae an be derived. (!!!)
. . . the paper an't be onsidered as a researh paper.
. . . it seems that he has not made a really systemati
attempt to hek all the most likely soures. If he had done
so, the number of useful formula that ould be gleaned
from them ould probably easily be multiplied by a signiant
fator. (!!)
(Âûäåðæêè èç îòçûâîâ íà ðàáîòó. Çíàêîì (!) îòìå÷åíû
íàèáîëåå ¾çàìå÷àòåëüíûå îáðàçöû¿. Â êà÷åñòâå äîïîëíè-
òåëüíîãî ââåäåíèÿ, ïîñëå ñòàòüè ïðèâåäåíî ïèñüìî, õà-
ðàêòåðèçóþùåå óðîâåíü êîìïåòåíòíîñòè ðåöåíçèé.)
1. Ââåäåíèå
Òýòà-óíêöèè ßêîáè è âåéåðøòðàññîâñêèé áàçèñ óíêöèé (σ, ζ, ℘, ℘′) âîçíèêàþò â
ìíîãî÷èñëåííûõ òåîðèÿõ è ïðèëîæåíèÿõ. Îíè áûëè ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäî-
âàíèé íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èõ âîçíèêíîâåíèÿ è óæå ê êîíöó XIX âåêà òåîðèÿ ïðèíÿëà
ñâîé íûíåøíèé âèä. Ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ ñàìîãî
ßêîáè è Âåéåðøòðàññà, à òàêæå èõ ñîâðåìåííèêîâ: Ýðìèò, Ýííåïåð, Êèïåðò, Íåéìàí,
Àëüåí, óðâèö, Ôðîáåíèóñ, Ôðèêå è äð. Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, âêëþ÷àÿ
ñïðàâî÷íóþ [27, 3℄, ïî òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ, ìîäóëÿðíûõ è ðîäñòâåííûõ èì óíê-
öèé. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîêàçàòåëüíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíî â êëàññè÷åñêîì Êóðñå
ñîâðåìåííîãî àíàëèçà [6℄, à íàèáîëåå îáñòîÿòåëüíûìè, êàê ïî èçëîæåíèþ òåîðèè, òàê
è â îðìóëüíî-ñïðàâî÷íîì îòíîøåíèè, ÿâëÿþòñÿ íå ÷àñòî óïîìèíàåìûå ÷åòûðå òî-
ìà ÒàííåðèÌîëüêà [23℄, à òàêæå ó÷åáíèê ïî àëãåáðå Âåáåðà [25℄, 2-õ òîìíûé òðóä
Àëüåíà ñ ïîñìåðòíûì èçäàíèåì 3-ãî òîìà [13℄ è äð. [18, 19, 3℄. Ñþäà æå ñëåäóåò
îòíåñòè è ñîáñòâåííî òðóäû Âåéåðøòðàññà [26℄ è ßêîáè [16℄, êîòîðûå, ÿâëÿÿñü âåñüìà
ïîäðîáíûìè â èçëîæåíèÿõ, îñòàþòñÿ èñòî÷íèêîì âàæíûõ íàáëþäåíèé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå (I) ìû ïðèâîäèì íîâûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèòåëüíî ê θ-óíê-
öèÿì ßêîáè è σ-óíêöèÿì Âåéåðøòðàññà, à èìåííî, ïî ðàçëîæåíèþ èõ â ðÿäû è
äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûì îíè óäîâëåòâîðÿþò. Â îòäåëüíîì ñîîáùå-
íèè (II), êàê ïðîäîëæåíèå, ìû èçëîæèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ¾ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè¿
òåîðèè, íå ñâÿçàííûé ñ îáðàùåíèåì ãîëîìîðíîãî èíòåãðàëà (ßêîáèÂåéåðøòðàññ)
èëè ñ ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà ïîñòðîåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèé êàê ìåðîìîð-
íûõ è äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêèõ (ËèóâèëëüÝéçåíøòåéíÂåéåðøòðàññ).
àçëîæåíèÿ â ðÿäû ýëëèïòè÷åñêèõ/ìîäóëÿðíûõ è θ-óíêöèé äî ñèõ ïîð ÿâëÿþò-
ñÿ ïîñòîÿííî ýêñïëóàòèðóåìûì èíñòðóìåíòîì âî ìíîãèõ âîïðîñàõ. Â ñèëó èçâåñò-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåçóëüòàòû. Äîñòàòî÷íî
3óïîìÿíóòü óíêöèîíàëüíûå ðÿäû äëÿ âñåâîçìîæíûõ θ-îòíîøåíèé [25, 23℄, òåîðåòè-
êî-÷èñëîâûå q-ðÿäû è ðÿäû Ëàìáåðòà [7℄, çíàìåíèòûå ðÿäû ÌàêÊàÿÒîìïñîíà, èõ
ñëåäñòâèÿ òèïà ¾Moonshine Conjeture¿ è åå ñîâðåìåííûå ðàñøèðåíèÿ. Ìíîãî÷èñ-
ëåííûå îðìû ðÿäîâ äëÿ âåéåðøòðàññîâñêèõ è ÿêîáèåâñêèõ óíêöèé èãóðèðóþò
â ëèòåðàòóðå ïîâñþäó [13, 19, 23, 3, 6℄. Íåñêîëüêî íåîæèäàííûì âûãëÿäèò òî, ÷òî äî
ñèõ ïîð îòñóòñòâóþò îðìóëû ñòåïåííûõ θ-ðÿäîâ êàê àíàëîãîâ âåéåðøòðàññîâñêèõ
σ-ðÿäîâ, õîòÿ ßêîáè ïûòàëñÿ ïîëó÷àòü èõ åùå äî ïîÿâëåíèÿ åãî Fundamenta Nova
[16, I: ñòð. 25960℄ (ñì. äàëåå  4).
Ïðåäëàãàåìûå íèæå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ öåííîñòü, ïî-
ñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì, â êà÷åñòâå áàçîâûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëîãè÷íåå
ðàññìàòðèâàòü íå ñòîëüêî óðàâíåíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèå óíêöèè (℘-óðàâíåíèå Âåé-
åðøòðàññà èëè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà ÿêîáèåâñêèå sn, n, dn), ñêîëüêî îáûêíîâåííûå
äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííî θ-óíêöèè ( 67). Ïðè ýòîì âûñòðàè-
âàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ êàðòèíà: 1) ýëëèïòè÷åñêèå óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì àáå-
ëåâûõ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ âñåõ òðåõ ðîäîâ, îíè  ïîäêëàññîì êàíîíè÷åñêèõ
θ-óíêöèé, à ïîñëåäíèå  ïîäêëàññîì îïèñûâàåìûõ ( 9) íåêàíîíè÷åñêèõ ðàñøèðå-
íèé
1
; 2) äèåðåíöèàëüíî-ìîäóëÿðíûå ñâîéñòâà âñåõ êëàññîâ âîçíèêàþò àâòîìàòè÷å-
ñêè ( 89); 3) àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà (θ-òîæäåñòâà) ïîÿâëÿþòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêèå
èíòåãðàëû äèåðåíöèàëîâ ( 9.1). Îáøèðíûå ïðèëîæåíèÿ ýòà òåìàòèêà èìååò, êàê
èçâåñòíî, â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Äèåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ¾ìîäóëÿðíîé ÷àñòè¿ óíêöèé ßêîáè áîëåå òðàíñöåí-
äåíòíû è íåðàçðûâíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
áåñêîíå÷íûìè ãðóïïàìè óêñîâûõ ìîíîäðîìèé. Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ, â ðàáîòàõ Àáëî-
âèöà [10, ñòð. 57389℄, Òàõòàäæàíà, Õàðíàäà, ÌàêÊàÿ, Õèò÷èíà [15℄, Îõèÿìû è äðóãèõ,
ýòà îáëàñòü íàøëà ðàçâèòèå è êðàñèâûå ïðèëîæåíèÿ, èçâåñòíûå êàê ìîíîïîëè [1℄ è
óðàâíåíèÿ òèïà Àëüåíà [24, 8℄, ØàçèÏèêàðàÔóêñà [22℄, êîñìîëîãè÷åñêèå ìåòðèêè
Òîäà [24℄, Õèò÷èíà [15℄ è äð.
Ñâÿçü ìåæäó èíòåãðèðóåìûìè íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèÿìè èíòåãðè-
ðóåìûìè â ìîäóëÿðíûõ óíêöèÿõ çàìå÷åíà äàâíî è íå ðàç îòìå÷àëàñü â ëèòåðàòóðå.
Ñì. íàïðèìåð ðàáîòû [22℄, [10, ñòð. 57389℄ èëè îáñóæäåíèå ñîîòíîøåíèÿ ñ óðàâíåíè-
ÿìè òèïà ÊäÂ íà ñòð. 1268 â êíèãå [1℄. Ìû äàäèì îáúÿñíåíèå ýòîìó àêòó è óâè-
äèì, ÷òî ¾ìîäóëÿðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü¿ èìååò ñëåäóþùèé õàðàêòåð. Îíà ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíîãî ¾τ -óðàâíåíèÿ¿ òåïëîïðîâîäíîñòè è êâàäðàòóðíî-
àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ ¾x-óðàâíåíèé¿ íà θ-óíêöèè.
Äðóãèì è íå ìåíåå âàæíûì îáúåêòîì ïðèëîæåíèé èçëàãàåìîãî íèæå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà êîîðäèíàòíî-àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ è äèåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà íèõ. Ýòîò âîïðîñ â ëèòå-
ðàòóðå íå ïîäíèìàëñÿ, â òî âðåìÿ êàê ÿñíî, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ¾äèåðåíöèàëüíàÿ
òåõíèêà¿ áóäåò íåîáõîäèìîé â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
íàêðûâàþò ýëëèïòè÷åñêèå. Ýòèì áûë âûçâàí íàø îñíîâíîé èíòåðåñ â ýòîé îáëàñòè,
íî ìû íå çàòðàãèâàåì ýòó òåìó, îãðàíè÷èâøèñü òîëüêî èíîðìàòèâíî ñïðàâî÷íîé ÷à-
ñòüþ àïïàðàòà è óêàçàíèåì ðàáîòû [9℄, ãäå ïðåäëàãàåìûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ â
íåñêîëüêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ ñëåäóþò èç ñàìèõ îðìóë.
Íà÷èíàÿ ñ  3 è äî êîíöà ðàáîòû ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî ïðàâè-
ëà. Åñëè îòäåëüíî íå óêàçûâàåòñÿ èëè ïðî îðìóëó íè÷åãî íå ñêàçàíî, òî ðåçóëüòàò
(óòâåðæäåíèå â òåêñòå) ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íåñìîòðÿ íà îæèäà-
åìîñòü îòâåòà, ñëåäñòâèÿ îêàçûâàþòñÿ íå î÷åâèäíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ
ê äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íà ÿêîáèåâñêèå óíêöèè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.
1
Ê íà÷àëó ýòîé öåïî÷êè ìîæíî áûëî áû äîáàâèòü ýëåìåíòàðíûå óíêöèè. Ïîä êëàññîì çäåñü
óñëîâíî ïîíèìàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå óíêöèè è ëîãàðèìû îò íèõ.
4Äèåðåíöèàëüíûå òîæäåñòâà ìåæäó θ-óíêöèÿìè èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ â ñòàðîé ëè-
òåðàòóðå [25, 23℄, íî âàæíà äèåðåíöèàëüíî-ïîëèíîìèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü, à íàðÿ-
äó ñ óíêöèÿìè θ â òåîðèè äîëæíà èãóðèðîâàòü óíêöèÿ θ′1. Ýòî ñâîäèò áîëüøóþ
÷àñòü âû÷èñëåíèé ê óïðàæíåíèÿì â ¾dierential alulus¿ è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ìà-
íèïóëÿöèé ñ íåÿâíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ñïîñîáû âûâîäà îðìóë
îáû÷íî ñëåäóþò èç êîíòåêñòà è ïîýòîìó, çà íåäîñòàòêîì ìåñòà, ìû îïóñêàåì äîêà-
çàòåëüñòâà, îãðàíè÷èâàÿñü êîììåíòàðèÿìè ê ñóùåñòâåííûì äåòàëÿì. Ñîäåðæàíèå  2
ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíûì è ïðèâîäèòñÿ çäåñü äëÿ èêñàöèè îáîçíà÷åíèé. Ñïèñîê ëè-
òåðàòóðû, ÷òîáû èçáåæàòü åãî ÷ðåçìåðíîãî óâåëè÷åíèÿ, âî ìíîãîì ñîêðàùåí.
2. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
2.1. Ôóíêöèè ßêîáè. ×åòûðå óíêöèè θ1,2,3,4 è èõ ýêâèâàëåíòû ïðè èñïîëüçîâàíèè
çàïèñè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè êàíîíè÷åñêèìè ðÿäàìè:
−θ11 : θ1(x|τ) = −i
∞∑
k=−∞
(−1)k e(k+ 12 )2pii τ e(2k+1)pii x ,
θ10 : θ2(x|τ) =
∞∑
k=−∞
e(k+
1
2
)2pii τ e(2k+1)pii x ,
θ00 : θ3(x|τ) =
∞∑
k=−∞
ek
2pii τ e2kpiix ,
θ01 : θ4(x|τ) =
∞∑
k=−∞
(−1)k ek2pii τ e2kpiix .
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ θk ≡ θk(x|τ) è èíîãäà θk(x). Çíà÷åíèÿ θ-óíêöèé
ïðè x = 0 íàçûâàþòñÿ ϑ-êîíñòàíòàìè: ϑk ≡ ϑk(τ) = θk(0|τ). Ïî ñîîáðàæåíèÿì óäîá-
ñòâà îðìàòèðîâàíèÿ îðìóë, áóäåì óïîòðåáëÿòü äâîÿêóþ íîòàöèþ äëÿ θ-óíêöèé
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè (Ýðìèò):
θ
[
α
β
]
(x|τ) = θαβ(x|τ) =
∞∑
k=−∞
e
pii(k+α2)
2
τ+2pii(k+α2)(x+
β
2) .
Ïóñòü (n,m) = 0,±1,±2, . . . . Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî öåëî÷èñëåííûå õàðàêòåðè-
ñòèêè, ïîýòîìó, â ñèëó îðìóëû θ
[
α+ 2m
β + 2n
]
= (−1)αn ·θ[αβ ], óíêöèè θαβ âñåãäà ñâîäÿòñÿ ê
±θ1,2,3,4. Ïðè ñäâèãå íà 12 -ïåðèîäû ó θ-óíêöèè ñäâèãàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè:
θ
[
α
β
](
x+ n2 +
m
2 τ
∣∣τ) = (−i)(β+n)m θ[α+mβ+n ](x|τ)·e pii4 m(4x+mτ) . (1)
Äâóêðàòíûå ñäâèãè íà
1
2 -ïåðèîäû äàþò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ θ-óíêöèè â ñåáÿ:
θαβ(x+ n+mτ |τ) = (−1)nα−mβ θαβ(x|τ)·epiim(2x+mτ) .
Çíà÷åíèå ëþáîé θ-óíêöèè â ëþáîì 12 -ïåðèîäå åñòü íåêîòîðàÿ ϑ-êîíñòàíòà ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì:
θ
[
α
β
](
n
2 +
m
2 τ
∣∣τ) = (−i)(β+n)m ϑ[α+mβ+n ](τ)·e pii4 m2τ .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ¾τ -ïðåäñòàâëåíèå¿ ϑ, θ-óíêöèé. Ïåðåõîä ê ÷àñòî
èñïîëüçóåìîìó ¾q-ïðåäñòàâëåíèþ¿
(
q = epiiτ
)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îðìóëå ∂τ =
−i
pi q
∂q.
52.2. Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ
Âåéåðøòðàññà: σ(x|ω, ω′) = σ(x; g2, g3), ℘(x|ω, ω′) = ℘(x; g2, g3) è ò. ä. Èíâàðèàíòû
(g2, g3) ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè îò ïåðèîäîâ (2ω, 2ω
′) (è íàîáîðîò) èëè ìîäóëÿ τ = ω
′
ω
è
îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì ðÿäàì ÂåéåðøòðàññàÝéçåíøòåéíà. Ýòè ðÿäû ñîâåðøåí-
íî íåïðèãîäíû äëÿ âû÷èñëåíèé. óðâèö, â ñâîåé äèññåðòàöèè (1881), íàøåë êðàñèâûé
ïåðåõîä ê óíêöèîíàëüíûì ðÿäàì Ëàìáåðòà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèÿõ, èìåþò
ïðèëîæåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ýåêòèâíûìè â ÷èñëîâûõ ðàñ÷åòàõ:
g2(τ) = 20π
4
{
1
240
+
∞∑
k=1
k3 e2kpii τ
1− e2kpii τ
}
, g3(τ) =
7
3
π6
{
1
504
−
∞∑
k=1
k5 e2kpii τ
1− e2kpii τ
}
.
Îòûñêàíèå ïåðèîäîâ (2ω, 2ω′) ïî ïðîèçâîëüíî çàäàííûì ïàðàìåòðàì (a, b) ýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé w2 = 4 z3 − a z − b èçâåñòíî êàê ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäóëÿðíàÿ çàäà÷à
îáðàùåíèÿ. Îíà ðåøàåòñÿ
2
÷åðåç ðåøåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ J(τ) = A ñ
ïðèâëå÷åíèåì J-èíâàðèàíòà Êëåéíà:
J(τ) =
a3
a3 − 27 b2 → ω =
√
a
b
g3(τ)
g2(τ)
→ ω′ = τ ω .
Â âûðîæäåííûõ, ëåìíèñêàòè÷åñêîì (b = 0) è ýêâèàíãàðìîíè÷åñêîì (a = 0) ñëó÷à-
ÿõ, íåîáõîäèìû îòäåëüíûå îðìóëû. Îíè ìîãóò áûòü ÿâíî ïîëó÷åíû è ìû ïðèâåäåì
âûðàæåíèÿ (íîâûå) äëÿ ãàóññîâñêîé ëåìíèñêàòè÷åñêîé êîíñòàíòû ω
L
è ýêâèàíãàðìî-
íè÷åñêîé êîíñòàíòû ω
E
: ωL =
−4√8 a π · ϑ24(2i)
ω′ = iω
L
,
 ωE =
−12
√
−27 b2 π · η2(ǫ)
ω′ = ǫ ω
E
, ǫ = −1
2
+
√
3
2
i
,
ãäå η  óíêöèÿ Äåäåêèíäà ( 2.3). Â ñèëó ñîîòíîøåíèé îäíîðîäíîñòè äëÿ óíêöèé
σ, ζ, ℘, ℘′, ïîëóïåðèîäû (ω, ω′) èëè èíâàðèàíòû (g2, g3) ìîãóò áûòü çàìåíåíû îäíîé
âåëè÷èíîé  ìîäóëåì τ . Òàêèå óíêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
σ(x|τ) ≡ σ(x|1, τ), ζ(x|τ) ≡ ζ(x|1, τ) ℘(x|τ) ≡ ℘(x|1, τ) ℘′(x|τ) ≡ ℘′(x|1, τ) .
η-óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé η(τ) = ζ(1|1, τ), à äëÿ åå âû÷èñëå-
íèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ðÿä è åãî ìîäóëÿðíîå ñâîéñòâî:
η(τ) = 2π2
{
1
24
−
∞∑
k=1
e2kpii τ
(1− e2kpii τ )2
}
, η
(
a τ + b
c τ + d
)
= (cτ + d)2 η(τ)− πi
2
c (c τ + d) ,
ãäå ÷èñëà (a, b, c, d) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè è a d − b c = 1. Ìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îò çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñèëüíî çàâèñèò
ñõîäèìîñòü óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ïåðåíîñÿ τ â óíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü ìîäó-
ëÿðíîé ãðóïïû Γ(1) = PSL2(Z) (ïðîöåññ ëåãêî àâòîìàòèçèðóåòñÿ), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ
τ = ǫ, ó êîòîðûõ ìíèìàÿ ÷àñòü èìååò ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå: ℑ(τ) =
√
3
2 .
Â òàêîé ¾ñàìîé õóäøåé¿ òî÷êå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî.
Òðè óíêöèè Âåéåðøòðàññà σ1, σ2, σ3 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:
σλ(x|ω, ω′) =
θλ+1
(
x
2ω
∣∣ω′
ω
)
ϑλ+1
(
ω′
ω
) eη(ω,ω′) x22ω .
2
Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â 3-ì òîìå Ìàòåì. Ýíöèêë. íà ñòð. 789 è â êíèãå [2℄ íà ñòð. 51
èçëîæåíû íå âåðíî, ÷òî íå ñâÿçàíî ñ îïå÷àòêàìè.
6σ-óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, êàê óíêöèÿ îò (x, g2, g3), óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíûì äè-
åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ïîëó÷åííûõ Âåéåðøòðàññîì:
x
∂σ
∂x
− 4 g2
∂σ
∂g2
− 6 g3
∂σ
∂g3
− σ = 0
∂2σ
∂x2
− 12 g3
∂σ
∂g2
− 2
3
g22
∂σ
∂g3
+
1
12
g2 x
2 σ = 0
.
Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà êîýèöèåíòû
ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé óíêöèè σ:
σ(x; g2, g3) = C0 x+ C1
x3
3!
+ · · · = x− g2
240
x5 − g3
840
x7 + · · · (2)
(íîðìèðîâêà σ(0) = 0, σ′(0) = 1, σ′′(0) = 0 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé). Èçâåñòíû äâå òàêèå
êëàññè÷åñêèå ðåêóððåíöèè. Îäíà ïðèíàäëåæèò Àëüåíó [13, I: ñòð. 300℄:
Ck = D̂Ck−1 − 1
6
(k − 1)(2 k − 1) g2 Ck−2 , ãäå D̂ = 12 g3
∂
∂g2
+
2
3
g22
∂
∂g3
(3)
(â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ åå âûïèñûâàë òàêæå Âåéåðøòðàññ [26,V: ñòð. 49℄ è äàæå ßêîáè
(ñì.  7)). Âòîðàÿ ïîëó÷åíà Âåéåðøòðàññîì:
σ(x; g2, g3) =
∞∑
m,n=0
Am,n
(
g2
2
)m (
2g3
)n x4m+6n+1
(4m+ 6n+ 1)!
,
Am,n =
16
3
(n+ 1)Am−2, n+1 + 3 (m+ 1)Am+1, n−1 −
− 1
3
(2m+ 3n− 1)(4m + 6n − 1)Am−1, n ,
ãäå A0,0 = 1 è Am,n = 0 ïðè (n,m) < 0. Íåäàâíî, â ñâÿçè ñ îáîáùåíèÿìè íà σ-
óíêöèè Êëåéíà, áûëà ïîëó÷åíà åùå îäíà ðåêóððåíöèÿ [11℄ (ñóùåñòâóþò è äðóãèå
ðåêóððåíöèè). Èç âñåõ ðåêóððåíöèé, ðåêóððåíöèÿ Âåéåðøòðàññà íàèìåíåå çàòðàòíàÿ,
ïðè÷åì ñðàâíèòåëüíàÿ ñòåïåíü åå ýåêòèâíîñòè î÷åíü áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì ïî-
ðÿäêà ðàçëîæåíèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âñå êîýèöèåíòû óæå ñãðóïïèðîâàíû
ïî ïàðàìåòðàì, à ñàìà ðåêóððåíöèÿ ñîäåðæèò òîëüêî óìíîæåíèå ÷èñåë. Âåéåðøòðàññ
îòäåëüíî äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà Am,n ÿâëÿþòñÿ öåëûìè [26, V: ñòð. 50℄. Ýòèìè æå ñî-
îáðàæåíèÿìè ìû áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè σ- è θ-ðÿäîâ â  34.
2.3. Ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà. Ïî ïðè÷èíå ñîâïàäåíèÿ ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ
óíêöèè Âåéåðøòðàññà η(τ) è óíêöèè Äåäåêèíäà, áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñëåä-
íåé çíàê η(τ):
η(τ) = e
pii
12
τ
∞∏
k=1
(
1− e2kpii τ) = e pii12 τ ∞∑
k=−∞
(−1)k e(3k2+k)pii τ . (Ýéëåð (1748))
Ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà ñâÿçàíà ñ óíêöèÿìè ßêîáèÂåéåðøòðàññà äèåðåíöèàëüíî è
àëãåáðàè÷åñêè ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèé
1
η
dη
dτ
=
i
π
η , 2η3 = ϑ2 ϑ3 ϑ4 .
73. àçëîæåíèÿ â ðÿäû σ-óíêöèé Âåéåðøòðàññà
åêóððåíöèÿ Âåéåðøòðàññà Am,n èìååò ñëåäóþùóþ ãðàè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ:
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Îíà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷êè (m,n) íåîáõîäèìû âñå òî÷êè ëåæàùèå âíóò-
ðè óêàçàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Îáîçíà÷èâ [n] êàê öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà n, íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îðìóëà êëàññè-
÷åñêîãî σ-ðÿäà (2), ÿâíûì îáðàçîì ñãðóïïèðîâàííàÿ ïî x, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
σ(x; g2, g3) =
∞∑
k=0
{ k/2∑
ν=[k/3]
22k−5νA3ν−k, k−2ν · g3ν−k2 gk−2ν3
}
x2k+1
(2k + 1)!
. (4)
Îáîçíà÷èì eλ ≡ ℘(ωλ|ω, ω′). Òîãäà óíêöèè σλ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Àëüåíà:
x
∂σλ
∂x
− 2 eλ
∂σλ
∂eλ
− 4 g2
∂σλ
∂g2
= 0
∂2σλ
∂x2
−
(
4 eλ
2 − 2
3
g2
)∂σλ
∂eλ
− 12 (4 eλ3 − g2 eλ)∂σλ∂g2 +
(
eλ +
1
12
g2 x
2
)
σλ = 0
.
Îòñþäà âûâîäèì àíàëîãè ðåêóððåíöèè (4) äëÿ äðóãèõ ñòåïåííûõ σ-ðÿäîâ:
σλ(x; eλ, g2) =
∞∑
k=0
{ k/2∑
ν=0
2−ν Bk−2ν, ν · eλk−2νgν2
}
x2k
(2k)!
,
Bm,n = 24 (n + 1)Bm−3, n+1 + (4m− 12n − 5)Bm−1, n −
− 4
3
(m+ 1)Bm+1, n−1 − 13(m+ 2n− 1)(2m + 4n− 3)Bm, n−1 .
Çäåñü B0,0 = 1 è Bm,n = 0 ïðè (m,n) < 0, à âñå êîýèöèåíòû Bm,n  öåëî÷èñëåí-
íû. Âåéåðøòðàññ âûïèñûâàë ðåêóððåíöèè äëÿ óíêöèé Sλ = e
1
2
eλx
2
σλ â ïðåäñòàâëåíèè(
eλ, ελ = 3eλ
2 − 14g2
)
[26, II: ñòð. 2534℄. Âûáîð òàêèõ óíêöèé è òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïî âñåé âèäèìîñòè äèêòîâàëñÿ ñîîáðàæåíèåì ïîëó÷èòü ðåêóððåíöèþ ïðîñòåéøåãî âè-
äà. Êàê è â ñëó÷àå σ-óíêöèè, îíà ÿâëÿåòñÿ 4-÷ëåííîé. Ìîæíî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëü-
íûé ðÿä äëÿ âñåõ óíêöèé σ. Îíè óäîâëåòâîðÿþò äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
x
∂Ξ
∂x
− 2 eλ
∂Ξ
∂eλ
− 4 g2
∂Ξ
∂g2
− (1− ε) Ξ = 0
∂2Ξ
∂x2
−
(
4 eλ
2 − 2
3
g2
) ∂Ξ
∂eλ
− 12 (4 eλ3 − g2 eλ) ∂Ξ∂g2 +
(
ε eλ +
1
12
g2 x
2
)
Ξ = 0
, (5)
ãäå ñëó÷àé Ξ = σλ ñîîòâåòñòâóåò ε = 1, à Ξ = σ ñîîòâåòñòâóåò ε = 0 è ïðîèçâîëü-
íîìó eλ. Âåëè÷èíà ε ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ θ-õàðàêòåðèñòèêè. Óíèâåðñàëüíûé ðÿä è
8öåëî÷èñëåííàÿ ðåêóððåíöèÿ òîãäà ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:
Ξ(x; eλ, g2) =
∞∑
k=0
{ k/2∑
ν=0
2−ν B(ε)k−2ν, ν · eλk−2νgν2
}
x2k+1−ε
(2k + 1− ε)! , (6)
B(ε)m,n = 24 (n + 1)B
(ε)
m−3, n+1 + (4m− 12n − 4− ε)B(ε)m−1, n −
− 4
3
(m+ 1)B(ε)m+1, n−1 −
1
3
(m+ 2n− 1)(2m + 4n− 1− 2 ε)B(ε)m, n−1 .
Ïðåäñòàâëåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ 5-÷ëåííûì, â îòëè÷èå îò 4-÷ëåííîé ðåêóððåíöèè Âåéåð-
øòðàññà Am,n, íî ïðåäñòàâëåíèå (g2, g3) äëÿ óíêöèé σλ íå ñóùåñòâóåò. Ïåðåõîä ìåæäó
ïàðàìè (eλ, g2) è (eλ, eµ) âçàèìíî îäíîçíà÷åí, ïîýòîìó óíèâåðñàëüíàÿ ðåêóððåíöèÿ ìî-
æåò áûòü çàïèñàíà â ëþáîì èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåêóððåíöèÿ
ñèììåòðè÷íà.
4. Ñòåïåííûå ðÿäû äëÿ θ-óíêöèé ßêîáè
Ïîñêîëüêó θ-óíêöèè ÿâëÿþòñÿ óíäàìåíòàëüíûìè îáúåêòàìè âî ìíîãèõ âîïðîñàõ,
ìû ïðèâåäåì äëÿ èõ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé ìàêñèìàëüíî óïðîùåííûå (êàíîíè÷åñêèå)
îðìóëû
3
. Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòèìè ðÿäàìè áóäóò ðÿäû ñ êîýèöèåíòàìè, ïî-
ëèíîìèàëüíûìè ïî ïåðåìåííûì η(τ), ϑ(τ). Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ îðìóë
θ1(x|τ) = π η3(τ)·e−2η(τ)x
2
σ(2x|τ) , θλ(x|τ) = ϑλ(τ)·e−2η(τ)x
2
σλ−1(2x|τ) .
Çäåñü, âìåñòî âåéåðøòðàññîâñêèõ ïðåäñòàâëåíèé â ïåðåìåííûõ g2, g3, eλ, ëîãè÷íåå èñ-
ïîëüçîâàòü èõ ýêâèâàëåíòû â ϑ-êîíñòàíòàõ. Âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê âåòâëåíèÿ eλ ÷å-
ðåç ϑ-êîíñòàíòû õîðîøî èçâåñòíû. Â ñâîþ î÷åðåäü, ϑ-êîíñòàíòû ñâÿçàíû òîæäåñòâîì
ßêîáè ϑ43 = ϑ
4
2+ϑ
4
4. Ýòî ïîçâîëÿåò äåëàòü ïåðåõîäû ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè, âûáèðàÿ
ïðîèçâîëüíóþ ïàðó. Áóäåì ãîâîðèòü (α, β)-ïðåäñòàâëåíèå, åñëè îðìóëû çàïèñàíû
÷åðåç êîíñòàíòû (ϑα0, ϑ0β) ïðè (α, β) 6= (0, 0).
4.1. Îïåðàòîð Àëüåíà. Îïåðàòîð (3) èìååò êàê âåéåðøòðàññîâñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
D̂ =
(
4 eλ
2 − 2
3
g2
) ∂
∂eλ
+ 12
(
4 eλ
3 − g2 eλ
) ∂
∂g2
=
=
4
3
(
eλ
2 − 2 eµeλ − 2 eµ2
) ∂
∂eλ
+
4
3
(
eµ
2 − 2 eλeµ − 2 eλ2
) ∂
∂eµ
,
òàê è ϑ-êîíñòàíòíîå. Íàïðèìåð â ïðåäñòàâëåíèè (ϑ2, ϑ4) îí âûãëÿäèò òàê:
D̂ =
π2
3
(ϑ84 + 2ϑ42 ϑ44)
∂
∂(ϑ44)
− π
2
3
(ϑ82 + 2ϑ42 ϑ44)
∂
∂(ϑ42)
.
Îáîçíà÷èì 〈α〉 = (−1)α. Îáùåå (α, β)-ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà Àëüåíà èìååò âèä
D̂ =
π2
3
(〈β〉ϑα08 + 2 〈α〉ϑα04 ϑ0β4 )
∂
∂(ϑα04 )
− π
2
3
(〈α〉ϑ0β8 + 2 〈β〉 ϑα04 ϑ0β4 )
∂
∂(ϑ0β4 )
.
Ïóñòü ε îïðåäåëÿåòñÿ ïî ÷åòíîñòè õàðàêòåðèñòèêè óíêöèè θαβ(x|τ):
ε =
〈αβ〉 + 1
2
⇒
{
ε = 0 ïðè θαβ = ± θ1
ε = 1 ïðè θαβ = ± θ2,3,4
.
3
Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Êðàñèâûå ðåêóððåíöèè íà ïëîñêîñòè (àíàëîãè Am,n) Âåéåðøòðàññ
ïîëó÷àë åùå â 1840-õ ãîäàõ, êîãäà ïîëüçîâàëñÿ ñâîèìè óíêöèÿìè Al , íî íå ÿêîáèåâñêèìè Θ è H
[26, I℄. Òîãäà æå ïîÿâèëñÿ âàæíûé ìíîæèòåëü eAx
2
, à ïîòîì è óíêöèÿ σ. Ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ
ßêîáè ðàññìàòðèâàë ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñâîèõ óíêöèé θ (ñì. äàëåå  7).
9Òîãäà óðàâíåíèå (5) íà óíêöèè Ξ = (σ, σλ) ïðèíèìàåò âèä
∂2 Ξ
∂x2
− D̂Ξ +
{
ε eλ(ϑ) +
pi4
122
(
ϑ82 + ϑ
4
2 ϑ
4
4 + ϑ
8
4
)
x2
}
Ξ = 0 .
Ýòî æå óðàâíåíèå â (α, β)-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä
∂2 Ξ
∂x2
− D̂Ξ +
{
eγδ(ϑ) +
pi4
122 [ϑ
8
α0 + 〈α+ β〉ϑ4α0 ϑ40β + ϑ80β ]x2
}
Ξ = 0 , (7)
ãäå, íå çàâèñèìî îò (α, β)-ïðåäñòàâëåíèÿ, eγδ(ϑ) ñîîòâåòñòâóþò óíêöèè σ èëè σλ:
eγδ(ϑ) =
pi2
12
(
〈γ〉ϑ40δ − 〈δ〉ϑ4γ0
) ⇒ { e00 ≡ 0, e01 ≡ e1
e11 ≡ e2, e10 ≡ e3
}
. (8)
Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì (ñèììåòðè÷íûì) åñëè (γ, δ) = (α, β).
Ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ θ-óíêöèé, êîòîðûå ïîñëåäóþò äàëåå, ïîëó÷àþòñÿ, èñ-
ïîëüçóÿ ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà D̂ â óðàâíåíèè (7) íà óíêöèþ Ξ. Ìû îïóñ-
êàåì äåòàëè âûâîäîâ è äîêàçàòåëüñòâ.
4.2. Ôóíêöèÿ θ1. àçëîæåíèå óíêöèè
θ1(x|τ) =
∞∑
k=0
Ck(τ)·x2k+1 =
= 2π η3
{
x− 2 η ·x3 + (2 η2 − pi
4
180
(
ϑ82 + ϑ
4
2 ϑ
4
4 + ϑ
8
4
)
)·x5 + · · ·
} (9)
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè
θ1(x|τ) = 2π
∞∑
k=0
(4πi)k
(2k + 1)!
dkη3
dτk
·x2k+1 =
= 2π η3
∞∑
k=0
(−2)k
{
k∑
ν=0
(
− pi
2
6
)ν ηk−ν Nν(ϑ)
(k − ν)! (2ν + 1)!
}
x2k+1 ,
(10)
ãäå ïîëèíîìû Nν(ϑ), â çàâèñèìîñòè îò êîìáèíàöèé ϑ-êîíñòàíò, èìåþò âèä
Nν(ϑ) =
ν∑
s=0
8><
>:
Gνs, s · ϑ4s4 ϑ4(ν−s)2
(−1)sGνs, s · ϑ4s3 ϑ
4(ν−s)
4
(−1)sGs, νs · ϑ4s3 ϑ
4(ν−s)
2
9>=
>;
.
Öåëî÷èñëåííàÿ ðåêóððåíöèÿ Gm,n (G0, 0 = 1) çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Gm,n = 4 (n − 2m− 1)Gm, n−1 − 4 (m− 2n − 1)Gm−1, n −
− 2 (m+ n− 1)(2m + 2n − 1)(Gm−2, n +Gm−1, n−1 +Gm,n−2) .
åêóððåíöèÿ Gm,n àíòèñèììåòðè÷íà: Gm,n = (−1)m+nGn,m. Ìîæíî âûïèñàòü ïðåä-
ñòàâëåíèå òèïà θ1 =
∑
Cmnp g
m
2 g
n
3 η
p xk ÷åðåç ðåêóððåíöèþ Âåéåðøòðàññà, íî Gm,n
ýåêòèâíåå ðåêóððåíöèè Am,n, òàê êàê ïîëèíîìû óæå ñãðóïïèðîâàíû ïî ϑ-êîíñòàí-
òàì. Îòìåòèì òîò àêò, ÷òî ïðîèçâîäíûå θ(2k+1)1 (0|τ), ò. å. âûðàæåíèÿ ïåðåä x2k+1 â
(910), ãåíåðèðóþò ïîëèíîìû ïî (η, ϑ), êîòîðûå òî÷íî èíòåãðèðóþòñÿ k ðàç ïî τ .
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4.3. Ôóíêöèè θ2,3,4. àçëîæåíèå óíêöèé θ
[
α
β
]
= ±θ2,3,4 âèäà
θ
[
α
β
]
(x|τ) =
∞∑
k=0
C(α,β)k (τ)·x2k = ϑ
[
α
β
]− ϑ[αβ ]{2 η + pi26 (〈β〉ϑ[α10 ]4 − 〈α〉ϑ[ 0β1]4)}x2 + · · · (11)
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì
θ
[
α
β
]
(x|τ) =
∞∑
k=0
(4πi)k
(2k)!
dkϑ
[
α
β
]
dτk
·x2k . (12)
Â ñîáñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè ðÿä (12) èìååò ñãðóïïèðîâàííûé âèä
θ
[
α
β
]
(x|τ) = ϑ[αβ] ∞∑
k=0
(−2)k
{
k∑
ν=0
(
− pi
2
6
)ν ηk−ν N (α,β)ν (ϑ)
(k − ν)! (2ν)!
}
x2k (13)
ñ óíèâåðñàëüíîé öåëî÷èñëåííîé ðåêóððåíöèåé (G(α,β)0, 0 = 1) ñëåäóþùåãî âèäà:
N (α,β)ν (ϑ) =
ν∑
s=0
G(α,β)s, νs · ϑ
[
α1
0
]4s
ϑ
[
0
β1
]4(ν−s)
,
G(α,β)m,n = 〈α〉 (4n − 8m− 3)G(α,β)m, n−1 − 〈β〉 (4m− 8n− 3)G(α,β)m−1, n−
− 2 (m+ n− 1)(2m + 2n− 3)(G(α,β)m−2, n + 〈α+ β〉G(α,β)m−1, n−1 +G(α,β)m,n−2) .
Õîòÿ ýòè öåëî÷èñëåííûå ðåêóððåíöèè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ýåêòèâíûìè, èìåþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà, ñîêðàùàþùèå âû÷èñëåíèÿ íàïîëîâèíó. Ñèììåòðèÿ ðåêóð-
ðåíöèé G
(α,β)
m,n ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëàìè
G(α,β)n,m = (−1)(m+n)(α+β+1) G(α,β)m,n , G(β,α)m,n = (−1)(m+n)(α+β) G(α,β)m, n .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àêòè÷åñêè èìåþòñÿ òîëüêî äâå ðåêóððåíöèè: ïðè α = {1, 0} è
β = 0. Îáîçíà÷àÿ G(α,0)m,n = G
(α)
m,n, ìû áóäåì èìåòü:
G(α)m,n = 〈α〉 (4n − 8m− 3)G(α)m, n−1 − (4m− 8n− 3)G(α)m−1, n −
− 2 (m+ n− 1)(2m+ 2n − 3)(G(α)m−2, n + 〈α〉G(α)m−1, n−1 +G(α)m, n−2) .
Âûøåóêàçàííàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ñâîäèòñÿ òîãäà ê îðìóëàì
G(0)n,m = (−1)(m+n) G(0)m,n , G(1)n,m = G(1)m,n .
àçëîæåíèÿ (10) è (13) îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìíîæèòåëåì è âèäîì ðåêóððåíöèé. Èõ
ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó (ââîäÿ ÷åòíîñòü ε), íî âåëè÷èíà 〈α〉 îñòàåòñÿ, õîòÿ (m,n)-
ýëåìåíòû ìàòðèö G(β,α) îòëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì.
×åòíûå ïðîèçâîäíûå θ(2k)αβ (0|τ), ò. å. âûðàæåíèÿ ïåðåä x2k â (11), (13) äàþò áåñêî-
íå÷íîå ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ ïî (η, ϑ), êîòîðûå òî÷íî èíòåãðèðóþòñÿ k ðàç ïî τ . Èõ
èíòåãðèðóåìîñòü åñòü ñëåäñòâèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìîé â  7.
Èñïîëüçóÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ â òî÷êàõ x =
{ ± 12 , ± τ2}.
ÿäû, ñ òî÷íîñòüþ äî î÷åâèäíûõ ìîäèèêàöèé, áóäóò ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà.
5. Äèåðåíöèðîâàíèÿ óíêöèé (σ, ζ, ℘, ℘′)
Äèåðåíöèðîâàíèÿ óíêöèé Âåéåðøòðàññà ïî èíâàðèàíòàì èçâåñòíû [13, I℄, [23,
IV℄. Ïðàâèëà ïåðåõîäà ìåæäó äèåðåíöèðîâàíèÿìè ïî (g2, g3) è (ω, ω
′) ðàññìàò-
ðèâàëèñü Âåéåðøòðàññîì è îäíîâðåìåííî ñ íèì  Ôðîáåíèóñîì è Øòèêåëüáåðãåðîì
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(1882) [13℄. Îáîçíà÷èì çíàê îòíîøåíèÿ ïåðèîäîâ êàê s = sign(ℑ
(
ω′
ω
)
). Òîãäà, ïðèëàãàÿ
ýòè ïðàâèëà è óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îðìóëû:
s
∂σ
∂ω
= − i
π
{
ω′(℘− ζ2 − 1
12
g2 x
2)+ 2 η′
(
x ζ − 1)}σ
s
∂σ
∂ω′
=
i
π
{
ω(℘− ζ2 − 1
12
g2 x
2) + 2 η
(
x ζ − 1)}σ ,
s
∂ζ
∂ω
= − i
π
{
2 (ω′ζ − x η′)℘+ ω′ (℘′ − 1
6
x g2)+ 2 η′ζ
}
s
∂ζ
∂ω′
=
i
π
{
2 (ω ζ − x η)℘ + ω (℘′ − 1
6
x g2) + 2 η ζ
} ,

s
∂℘
∂ω
=
i
π
{
2 (ω′ζ − x η′)℘′ + 4 (ω′℘− η′)℘− 2
3
ω′g2
}
s
∂℘
∂ω′
= − i
π
{
2 (ω ζ − x η)℘′ + 4 (ω ℘− η)℘ − 2
3
ω g2
} ,

s
∂℘′
∂ω
=
i
π
{6 (ω′℘− η′)℘′ + (ω′ζ − x η′)(12℘2 − g2)}
s
∂℘′
∂ω′
= − i
π
{6 (ω ℘− η)℘′ + (ω ζ − x η)(12℘2 − g2)}
.
Ïîëàãàÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ (ω = 1, ω′ = τ) è s = 1, ìû ïðèõîäèì ê äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì x:
∂σ
∂τ
=
i
π
{
℘− ζ2 + 2 η (x ζ − 1)− 1
12
g2 x
2
}
σ
∂ζ
∂τ
=
i
π
{
℘′ + 2 (ζ − x η)℘+ 2 η ζ − 1
6
g2 x
}
∂℘
∂τ
= − i
π
{
2 (ζ − x η)℘′ + 4 (℘− η)℘− 2
3
g2
}
∂℘′
∂τ
= − i
π
{6 (℘− η)℘′ + (ζ − x η)(12℘2 − g2)}

.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèåðåíöèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü òðåõ âåéåðøòðàññîâñêèõ óíê-
öèé ζ, ℘, ℘′, èçâåñòíàÿ ïî ïåðåìåííîé x, èìååòñÿ òàêæå è ïî τ , ÷òî äîïîëíèòåëüíî
îáîçíà÷åíî ïðàâîé ñêîáêîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, äèåðåíöèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü êîý-
èöèåíòîâ g2, g3, η òîæå èçâåñòíà (ñì. äàëåå óðàâíåíèÿ (18)).
Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî ïåðåìåííûì x, ω, ω′, τ íå ñîäåðæàò âåëè÷èíó g3.
Îíà, â çàâèñèìîñòè îò ïðåäñòàâëåíèÿ x èëè τ , ÿâëÿåòñÿ ëèáî àëãåáðàè÷åñêèì èíòåãðà-
ëîì ýòèõ óðàâíåíèé g3(℘,℘
′) = 4℘3−g2 ℘−℘′2, ëèáî, ïî ýòîé æå îðìóëå, îïðåäåëÿåò
èêñèðîâàííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè ℘ è ℘′.
Ôóíêöèÿ σ(x|τ) óäîâëåòâîðÿåò äèåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ óíêöèé θ(x|τ):
π i
∂σ
∂τ
=
∂2σ
∂x2
− 2x η ∂σ
∂x
+
(
2 η +
1
12
g2 x
2
)
σ .
Êàæäàÿ èç óíêöèé ζ, ℘, ℘′(x|τ) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé τ ñ ïåðåìåííûìè êîýèöèåíòàìè g2,3, η,
12
à óíêöèÿ σ  óðàâíåíèþ ïîðÿäêà 3. Íàïðèìåð óíêöèÿ Z = ζ − x η óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìîãî èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííîé ℘ èç äâóõ ïîëèíîìîâ(
πiZτ + 2 (℘+ η)Z
)2
= 4℘3 − g2 ℘− g3 ,
−π
2
8
Zττ
Z
=
πi
2
(
Z2 + ℘− 2 η) Zτ
Z
+ (℘+ η)Z2 − ℘2 + η ℘− η2 + 1
4
g2 .
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ íà Z,℘, ℘′ íå ñîäåðæàò x. Ïîëíûé ñïèñîê óðàâíåíèé
è èõ θ-ýêâèâàëåíòîâ ìû íå ïðèâîäèì, òàê êàê îíè íå äîñòàòî÷íî êîìïàêòíû (ñì.  9).
6. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà θ-óíêöèè
Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàå ìû îïèñûâàåì íîâîå è óíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ϑ,
θ è θ′-óíêöèé ßêîáè  îíè îáëàäàþò çàìêíóòûì äèåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì.
6.1. Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî x. Ïÿòü óíêöèé
θ1 , θ2 , θ3 , θ4 è θ
′
1 ≡
∂θ1
∂x
óäîâëåòâîðÿþò çàìêíóòûì îáûêíîâåííûì àâòîíîìíûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ñ êîýèöèåíòàìè ϑ2,3,4 è η:
∂θ2
∂x
=
θ′1
θ1
θ2 − π ϑ22 ·
θ3θ4
θ1
,
∂θ4
∂x
=
θ′1
θ1
θ4 − π ϑ24 ·
θ2θ3
θ1
,
∂θ1
∂x
= θ′1
∂θ3
∂x
=
θ′1
θ1
θ3 − π ϑ23 ·
θ2θ4
θ1
,
∂θ′1
∂x
=
θ′21
θ1
− π2ϑ23 ϑ24 ·
θ22
θ1
− 4
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}·θ1
. (14)
Ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé ìåæäó âåéåðøòðàññîâñêèìè óíêöèÿìè
(σ, ζ, ℘)(x|τ), âçÿòûìè â ðàçëè÷íûõ 12 -ïåðèîäàõ. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ϑ1 ≡ 0, îáùàÿ çà-
ïèñü x-äèåðåíöèðîâàíèÿ óíêöèé θ1,2,3,4 èìååò âèä:
∂θk
∂x
=
θ′1
θ1
θk − π ϑ2k ·
θν θµ
θ1
, ãäå ν =
8 k − 28
3 k − 10 , µ =
10 k − 28
3 k − 8 .
åäêî âñòðå÷àþùèåñÿ äèåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÿêîáèåâñêèìè ðÿäàìè
4
θ′ν
θν
− θ
′
µ
θµ
= πϑ2k ·
θ1θk
θνθµ
sign(ν − µ) (k = 2, 3, 4) (15)
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óðàâíåíèé (14), åñëè ìåæäó èõ θ-ðåøåíèÿìè äîïîëíèòåëüíî
íàëîæèòü (ñì.  9.12) èçâåñòíûå ïîëèíîìèàëüíûå θ-òîæäåñòâà
sign(ν − µ)·ϑ2k θ21 = ϑ2µ θ2ν − ϑ2ν θ2µ (k = 2, 3, 4) .
Òîæäåñòâî ßêîáè ϑ′1 = π ϑ2ϑ3ϑ4, îá èçâåñòíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ êîòîðîãî â [6, ñòð. 345℄
ñêàçàíî, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, åñòü àâòîìàòè÷åñêîå ñëåäñòâèå
óðàâíåíèé (14), âçÿòûõ â òî÷êå x = 0. Â ðàâíîé ñòåïåíè ýòî îòíîñèòñÿ è ê îáîáùåíèÿì
ýòîãî òîæäåñòâà, ïðåäñòàâëåííûõ äàëåå îðìóëàìè (2223).
Â ζ-îðìå, äèåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (15) Âåéåðøòðàññ ïîëó÷àë â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå [27,  2425℄: äèåðåíöèðóÿ σ-òîæäåñòâà è èñïîëüçóÿ äèåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ íà îòíîøåíèÿ σ-óíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ íå
òîëüêî ïîðÿäîê ðàññìîòðåíèé, íî è ïîÿâëåíèå â îðìóëàõ, ïîìèìî òî÷åê âåòâëåíèÿ
4
Ýòè âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ íåÿâíî ïðèñóòñòâóþò ó ßêîáè [16, I℄, íî íå ïîïàëè äàæå â ïîäðîáíûé
ñïðàâî÷íèê ïî ýëëèïòè÷åñêèì óíêöèÿì [27℄, ñîñòàâëåííûé Øâàðöåì íà îñíîâå ëåêöèé Âåéåðøòðàñ-
ñà, è ñàìè ëåêöèè [26℄. Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà îòíîøåíèÿ θ-óíêöèé õîðîøî èçâåñòíû [27℄,
[6,  21.6℄. Ýòî ñîáñòâåííî äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèå óíêöèè.
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eλ (ò. å. ϑ-êîíñòàíò), âåëè÷èíû η è ïÿòîãî óðàâíåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, â äèåðåí-
öèàëüíîì àïïàðàòå ñ íåèçáåæíîñòüþ ïîÿâëÿåòñÿ óíêöèÿ θ′ è ïåðèîä ìåðîìîðíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà η.
Êàê îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû åñòåñòâåííî áûëî îæèäàòü è ñ
áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ. À èìåííî, ïðèâëåêàÿ àáåëåâû ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû.
Â ñàìîì äåëå, äèåðåíöèàëüíóþ çàìêíóòîñòü îáðàçóþò ìåðîìîðíûå è ëîãàðè-
ìè÷åñêèå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Ýëëèïòè÷åñêèå óíêöèè ÿâëÿþòñÿ èõ ÷àñòíûìè
ñëó÷àÿìè, êîãäà ýëëèïòè÷åñêèé äèåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ëîãàðèìè÷åñêèé
èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëîãàðèìû îòíîøåíèé θ-óíêöèé, à êàíîíè÷åñêèé ìåðî-
ìîðíûé èíòåãðàë (ò. å. âåéåðøòðàññîâñêàÿ óíêöèÿ ζ) ñîäåðæèò θ′.
6.2. Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî τ . Ôóíêöèè θ1,2,3,4 è θ
′
1 óäîâëåòâîðÿþò
çàìêíóòûì îáûêíîâåííûì íåàâòîíîìíûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïî τ :
∂θ1
∂τ
=
−i
4pi
θ′21
θ1
+ +
pii
4
ϑ23 ϑ
2
4 ·
θ22
θ1
+
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}·θ1 ,
∂θ2
∂τ
=
−i
4 pi
{
θ′1
θ1
− π ϑ22 ·
θ3θ4
θ1θ2
}2
θ2 +
pii
4
ϑ23 ϑ
2
4 ·
θ21
θ2
+
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}·θ2 ,
∂θ3
∂τ
=
−i
4pi
θ′21
θ21
θ3 +
i
2
ϑ23 ·θ′1
θ2θ4
θ21
− pii
4
ϑ22 ϑ
2
3 ·
θ24
θ21
θ3 +
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}·θ3 ,
∂θ4
∂τ
=
−i
4pi
θ′21
θ21
θ4 +
i
2
ϑ24 ·θ′1
θ2θ3
θ21
− pii
4
ϑ22 ϑ
2
4 ·
θ23
θ21
θ4 +
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}·θ4 ,
∂θ′1
∂τ
=
−i
4 pi
θ′31
θ21
+
3 i
pi
{
pi2
4
ϑ23 ϑ
2
4 ·
θ22
θ21
+ η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}
θ′1 − pi
2
2
iϑ22 ϑ
2
3 ϑ
2
4 ·
θ2θ3θ4
θ21
.
Îáùàÿ çàïèñü ïðàâèë τ -äèåðåíöèðîâàíèÿ θ-óíêöèé èìååò âèä:
∂θk
∂τ
=
−i
4 pi
θ′21
θ21
θk +
i
2
ϑ2k ·θ′1
θν θµ
θ21
+
pii
4
{
ϑ23 ϑ
2
4 ·θ22 − ϑ2k ϑ2µ ·θ2ν − ϑ2k ϑ2ν ·θ2µ
} θk
θ21
+
+
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}·θk , ãäå ν = 8 k − 283 k − 10 , µ = 10 k − 283 k − 8
∂θ′1
∂τ
=
−i
4 pi
θ′31
θ21
+
3 i
pi
{
pi2
4
ϑ23 ϑ
2
4 ·
θ22
θ21
+ η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}
θ′1 − pi
2
2
iϑ22 ϑ
2
3 ϑ
2
4 ·
θ2θ3θ4
θ21
. (16)
Íå ëèøíèì áóäåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè äèåðåíöèðîâàíèÿ íå âïîëíå ñèììåòðè÷íû.
7. Äèåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ϑ, η-êîíñòàíò
Äèåðåíöèàëüíóþ çàìêíóòîñòü îáðàçóþò êîíñòàíòû ϑ2,3,4, äîïîëíåííûå η:
dϑ2
dτ
=
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}
ϑ2 ,
dϑ4
dτ
=
i
pi
{
η − pi
2
12
(
ϑ42 + ϑ
4
3
)}
ϑ4 ,
dϑ3
dτ
=
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ42 − ϑ44
)}
ϑ3 ,
dη
dτ
=
i
pi
{
2 η2 − pi
4
122
(
ϑ82 + ϑ
8
3 + ϑ
8
4
)}
.
(17)
Äèåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ëîãàðèìû îòíîøåíèé ÿêîáèåâñêèõ ðÿäîâ ϑ2 :
ϑ3 :ϑ4, à òàêæå èçâåñòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Àëüåíà è åå ìíîãî÷èñëåííûå ðàç-
íîâèäíîñòè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå. Îíè ïîðîæäàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
dg2
dτ
=
i
π
(
8 g2 η − 12 g3
)
,
dg3
dτ
=
i
π
(
12 g3 η − 23 g
2
2
)
,
dη
dτ
=
i
π
(
2 η2 − 1
6
g2
)
, (18)
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êîòîðàÿ íåÿâíî ïîÿâëÿëàñü ó Âåéåðøòðàññà [26, II: ñòð. 249℄ è âûïèñûâàëàñü Àëüå-
íîì [13, I: ñòð. 331, 44950℄. Ýêâèâàëåíò ñèñòåìû óðàâíåíèé (18) ïîëó÷àë òàêæå àìà-
íóäæàí äëÿ ñâîèõ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ q-ðÿäîâ. Ñì. íàïðèìåð ðàáîòó [5,  1℄ è äîïîë-
íèòåëüíóþ èíîðìàöèþ â íåé. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ äèåðåíöèàëüíîãî çàìûêàíèÿ
íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü ñèñòåìó Àëüåíà (18) äî åå ÷åòíî-ìåðíîé âåðñèè (17).
Äîáàâèì ñþäà, ÷òî íà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (18) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà
óðàâíåíèå èêêàòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðåøàåìîãî ëèíåéíîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà. Êîýè-
öèåíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí g2(τ) è ÿâëÿåòñÿ âñþäó ãîëîìîðíîé â H
+
àâòîìîðíîé îðìîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Γ(1). Âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ, óêàçàííîìó
óðàâíåíèþ è åãî ðåøåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä [9℄:
Ψττ +
g2(τ)
3π2
Ψ = 0 , Ψ =
1
η2(τ)
(
A+B
τZ
η4(τ) dτ
)
.
Âîçâðàùàÿñü ê ñèñòåìå (17) çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíî íåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
åå äðóãèå âåðñèè óæå âûïèñûâàëèñü ßêîáè â ñâÿçè ñ ðàçëîæåíèÿìè θ-óíêöèé â ñòå-
ïåííûå ðÿäû (óïîìèíàíèÿ ýòîãî íåò òàêæå ó Àëüåíà). Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îïóá-
ëèêîâàíû Áîðõàðäòîì íà îñíîâå áóìàã îñòàâøèõñÿ ïîñëå ßêîáè [16, II: ñòð. 38398℄.
ßêîáè ïîëó÷èë êðàñèâóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ÷åòûðå óíêöèè (A,B, a, b) [16,
II: ñòð. 386℄, êîòîðûå, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè óíêöèÿìè îò
êâàäðàòîâ ϑ-êîíñòàíò:
A = ϑ23 , B =
4
π2 ϑ23
{
η +
π2
12
(ϑ42 − ϑ44)
}
, a = 4− 8 ϑ
2
2
ϑ23
, b = 2
ϑ22 ϑ
2
4
ϑ43
è ïîêàçàë, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåå ìîæíî ïîëó÷àòü ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ θ-óíêöèé.
(Ñèñòåìû (14) è (16) èìåþò ñâîèìè êîýèöèåíòàìè òîæå êâàäðàòû ϑ-êîíñòàíò). Îí
òàêæå çàìåòèë, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûìè è èìåþò ðåêóðñèâíûé âèä,
åñëè âûäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü e−
1
2
ABx2
[16, II: ñòð. 390℄. Ôàêòè÷åñêè
 ýòî ðåêóððåíöèè òèïà Àëüåíà (3) äëÿ σ-óíêöèè Âåéåðøòðàññà. ßêîáè òàêæå
ïðåäúÿâèë äâà êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ (A,B, a, b), ñîõðàíÿþùèå
âèä óðàâíåíèé.
Ïåðåõîä ìåæäó ïåðåìåííûìè â âûøåóïîìÿíóòûõ ñèñòåìàõ íå âñåãäà âçàèìíî îäíî-
çíà÷åí, íî âñåãäà àëãåáðàè÷åí. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ
óðàâíåíèé (17), ïîòîìó ÷òî ïåðåìåííûå, èãóðèðóþùèå â ýòèõ ñèñòåìàõ, îäíîçíà÷-
íî ðàöèîíàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÿêîáèåâñêèå êîíñòàíòû ϑ, η. îäñòâåííàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà âîçíèêàëà ó ßêîáè åùå ðàíüøå, êîãäà îí ïîëó÷àë ñâîå èçâåñòíîå
óðàâíåíèå íà ϑ-ðÿäû [16, II: ñòð. 176℄ (îáîçíà÷åíèÿ ßêîáè)
C4
(
lnC3Cττ
)2
τ
= 16C3Cττ − π2 , C = ϑ−2 . (19)
Â ñâîþ î÷åðåäü, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç (19), íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëîãàðèìè÷å-
ñêèå ïðîèçâîäíûå îò ϑ-ðÿäîâ òîæå óäîâëåòâîðÿþò êîìïàêòíîìó äèåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ, êîòîðîå ïîÿâèòñÿ ó íàñ â  9.4. Ýòî óðàâíåíèå è åãî îáùåå ðåøåíèå âûãëÿ-
äÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
Xτ − 2X2
)
Xτττ −Xττ2 + 16X3Xττ + 4
(
Xτ − 6X2
)
Xτ
2 = 0 ,
X =
d
dτ
ln
ϑk
(
a τ + b
c τ + 1
)
√
c τ + 1
.
(20)
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Îáùåèçâåñòíî, ÷òî äèåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ òèïà
η = −π i d
dτ
lnϑ2 −
π2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Øàçè
π ητττ = 12 i
(
2 η ηττ − 3 η2τ
)
. (21)
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàà çàìåòèì, ÷òî îðìóëû äëÿ ìíîãîêðàòíîãî äèåðåíöèðî-
âàíèÿ ϑ, η-êîíñòàíò ÿâíî äàþòñÿ êàê êîýèöèåíòû ðÿäîâ (10) è (1213). Ýòè æå
êîýèöèåíòû äîñòàâëÿþò îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí θ(n)(0|τ). Çàìåòèì, ÷òî ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó θ(n)(0|τ) ïðè ìàëûõ n ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ëèòåðàòóðå êàê âñïî-
ìîãàòåëüíûå òîæäåñòâà [3, 23, 25, 6, 19℄.
8. θ-óíêöèè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóÿ íîòàöèþ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîçâîëÿþò íå òîëü-
êî óíèèöèðîâàòü îðìóëû, íî è ìîãóò ñëóæèòü ïðåäìåòîì äëÿ äàëüíåéøèõ îáîá-
ùåíèé íà âûñøèå ðîäà.
8.1. (α, β)-ïðåäñòàâëåíèÿ. Â (α, β)-ïðåäñòàâëåíèè ìîæåò áûòü çàïèñàí ëþáîé îáú-
åêò, ñèììåòðè÷íûé ïî ϑ-êîíñòàíòàì. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíèå òî÷åê âåòâëåíèÿ ÷åðåç
ϑ-êîíñòàíòû (8) èëè (α, β)-ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ g2,3:
g2(τ) =
π4
12
{ϑα08 + 〈α+ β〉ϑα04 ϑ0β4 + ϑ0β8 } , (α, β) 6= (0, 0)
g3(τ) =
π6
432
{
2 〈β〉ϑα012 − 3ϑα04 ϑ0β4
(
〈β〉ϑ0β4 − 〈α〉ϑα04
)− 2 〈α〉 ϑ0β12} .
Äðóãîé ïðèìåð  òîæäåñòâî ϑ43 = ϑ
4
2 + ϑ
4
4 è îðìóëà ßêîáè ϑ
′
1 = 2πη
3
, êîòîðûå â
(α, β)-ïðåäñòàâëåíèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
ϑ
[
α
β
]4
= (〈β〉ϑ
[
α1
0
]4
+ 〈α〉 ϑ
[
0
β1
]4) 〈αβ〉+ 12
ϑαβ
′ (τ) = iβ+1 (1− 〈αβ〉)·π η3(τ) , ãäå ϑαβ′ (τ) ≡ θαβ′ (0|τ) .
(22)
8.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè ñäâèãàõ. Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, êîãäà
ϑ′-êîíñòàíòà åñòü çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò θ-óíêöèè â íåêîòîðîì 12 -ïåðèîäå, îð-
ìóëà ßêîáè (22) îáîáùàåòñÿ â ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
θαβ
′
(
n
2
+
m
2
τ
∣∣∣τ) = i1−(β+n)m ·π {iβ+n(1− 〈(α+m)(β + n)〉)·η3 −mϑ[α+mβ+n ]} e−pii4 m2τ . (23)
Â ýòîé îðìóëå, â ñèëó ÷åòíîñòè/íå÷åòíîñòè õàðàêòåðèñòèêè
〈
(α+m)(β+n)
〉
, âñåãäà
îñòàåòñÿ ñëàãàåìîå ñîäåðæàùåå ëèáî η3, ëèáî ϑ
[
α+m
β+n
]
.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ è äèåðåíöèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü óíêöèé ßêîáè ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âåäåò ê çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò θ-óíêöèé
ïðè ñäâèãàõ àðãóìåíòà. À èìåííî, ëþáàÿ óíêöèÿ θαβ
′ (x|τ), ñ àðãóìåíòàìè, ñäâèíó-
òûìè íà ïðîèçâîëüíûå
1
2 -ïåðèîäû, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óíêöèþ θ
′
1(x|τ) è âñå äðóãèå
óíêöèè θ1,2,3,4(x|τ). Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äèåðåíöèàëüíûì
ñëåäñòâèåì îðìóëû (1) è åãî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíåíèå ê íåé:
θαβ
′
(
x+
n
2
+
m
2
τ
∣∣∣τ) = i3m(β+n) ·e−pii4 m(4x+mτ) {(θ′1 − πimθ1) θ[α+mβ+n ]−
− 〈(α+m)[β+n2 ]〉π ϑ[α+mβ+n ]2 ·θ[1αm0 ] θ[ 01βn]} θ−11 .
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Ïðè x = 0 íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé îðìóëîé (23).
8.3. Ìîäóëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå óíêöèé θ1 è η. Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ-
ñìîòðåíèé, ìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè ïðè âû÷èñëåíèè
θ,η-óíêöèé, õîòÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ñâîéñòâàì θ-óíêöèé âñåãäà óêàçûâàåòñÿ ñ òî÷-
íîñòüþ äî íåêîòîðîãî êîðíÿ âîñüìîé ñòåïåíè èç åäèíèöû, à ïîëíûé àëãîðèòì åãî
âû÷èñëåíèÿ îñòàâëÿåòñÿ â ñòîðîíå. Ìåæäó òåì èç îðìû θ-ðÿäà âèäíî, ÷òî áåç òàêî-
ãî àëãîðèòìà ðÿä, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê ¾ãèïåðñõîäÿùåéñÿ¿ îðìå, ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïðîñòî íå âû÷èñëèìûì.
Îáùåå PSL2(Z)-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óíêöèè θ1 çàìêíóòî â ñåáå, ÷òî îòëè÷àåò åå
îò óíêöèé θ2,3,4 ( 8.4). Ìû ïðèâåäåì ñàìîäîñòàòî÷íóþ îðìóëó, êîòîðàÿ, ïî âñåé
âèäèìîñòè, òàê è íå áûëà ïðåäñòàâëåíà â ëèòåðàòóðå. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè âñåãäà
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìàòðèöå
(
a b
c d
) ∈ PSL2(Z) âåëè÷èíà c > 0. Ìû òîãäà èìååì:
θ1
(
x
c τ + d
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
= æ·
√
c τ + d e
pii c x2
c τ+d θ1(x|τ)
æ = e
3pii
(
a−d
12 c
− d
6
(2c−3)+ c−1
4
sign(d)− 1
4
+ 1
c
c−1∑
k=1
k[ dc k]
)
, æ8 = 1
θ1(x|τ +N) = e
pii
4
N·θ1(x|τ)
.
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæèòåëü æ ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ñèìâîë ßêîáè
(
a
b
)
(Ýðìèò
[14, I: ñòð. 48286℄; ñì. òàêæå [20, ñòð. 18393℄, [18, II: ñòð. 578℄, [25, ñòð. 12432℄), äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ñàìîñòîÿòåëüíûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ [23℄. Ïðåäëîæåííûå îð-
ìóëû ñîäåðæàò óïðîùåíèÿ ñóìì Äåäåêèíäà (î íèõ ñì. [7℄), à äëÿ ñàìîé óíêöèè η
ìû èìååì:
η
(
a τ + b
c τ + d
)
= e
pii
(
a−d
12 c
− d
6
(2c−3)+ c−1
4
sign(d)− 1
4
+ 1
c
c−1∑
k=1
k[dc k]
)
√
c τ + d η(τ)
η(τ +N) = e
pii
12
N
η(τ)
.
Ìîäóëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ θ′1, êàê îäíîé èç áàçèñíûõ óíêöèé, ïîëó÷àåòñÿ âçÿ-
òèåì ïðîèçâîäíîé îò îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ θ1.
8.4. Îáùèå ìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âàæíûì ìîìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òîò
àêò, ÷òî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è âûâîäèòü íå êàê ñòîðîí-
íèå ñâîéñòâà ðÿäîâ, à êàê ñëåäñòâèå äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1417). Òî÷íåå,
ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò àâòîìîðèçìû, à èõ ÿâíûé âèä îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íåêî-
òîðûé äðîáíî-ëèíåéíûé àíçàö. Òî ÷òî îí äðîáíî-ëèíåéíûé, ìîæíî îïðåäåëèòü èç
íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé óðàâíåíèé. Ýòî äàæå íå èñïîëüçóåò òîò àêò, ÷òî ðåøåíèÿ
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç θ-ðÿäû (ñì.  9). Áîëåå òîãî, ñàìî íàëè÷èå äèñêðåòíîãî àâòîìîð-
èçìà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ óíêöèÿ θk óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó è òîìó æå
îáûêíîâåííîìó äèåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ( 9.3). Àíàëîãè÷íî  äëÿ óíêöèé
ϑk. Òàêèì îáðàçîì ñðàçó íàõîäÿòñÿ äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæäàþùèå ìîäóëÿðíóþ
ãðóïïó: τ 7→ τ + 1 è τ 7→ −1/τ . Ìû îïóñêàåì ïîäðîáíîñòè ê ýòèì óòâåðæäåíèÿì,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ÷àñòè÷íî èçâëå÷åíû èç ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ â  9.5.
Îáùèé îòâåò, êàê è ïåðâûé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîäóëÿðíûõ
îðìóë, áûë äàí Ýðìèòîì ïðè ïîëó÷åíèè åãî çíàìåíèòîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x5 −
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x−A = 05. Ìíîæèòåëü æ= æ(a, c, d) (ñì.  8.3) áûë çàïèñàí èì â âèäå êâàäðàòè÷íûõ
ãàóññîâûõ ñóìì ýêñïîíåíò [14, I: ñòð. 48286℄. Ìû ïðåäëàãàåì çäåñü îðìóëû ÷åðåç
ýêñïîíåíòó îò ñóììû, ÷òî ïðîùå.
Îáùåå ìîäóëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå τ 7→ a τ+b
c τ+d ∈ PSL2(Z) äëÿ θ-óíêöèé ßêîáè
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
θ
[
α˜1
β˜1
]( x
c τ + d
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
= æ e
pii
4 {2α(bc β−d+1)−cβ(aβ−2)−db α2}·
√
c τ + d e
pii c x2
c τ+d θ
[
α1
β1
]
(x|τ)
θ
[
α1
β
]
(x|τ +N) = e
pii
4
(1α2)N ·θ[ α− 1β+Nα](x|τ)
,
ãäå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà ïî îðìóëàì{
α˜ = dα− c β
β˜ = −b α+ a β
,
{
α = a α˜+ c β˜
β = b α˜+ d β˜
.
Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî PSL2(Z)-ïðåîáðàçîâàíèé óíêöèè θ1 åñòü ñëåäñòâèå òîãî,
÷òî âûïèñàííûå îðìóëû ïåðåõîäà ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè (α, β) è (α˜, β˜) ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Äëÿ ñïðàâîê ïðèâåäåì ðàçäåëüíûå îðìóëû ïðåîá-
ðàçîâàíèé äëÿ óíêöèé θ2,3,4:
θ2
(
z
c τ + d
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
= æ e
pii
4
(2−d)c ·
√
c τ + d e
pii c z2
c τ+d θ
[
c−1
d−1
]
(z|τ) ,
θ3
(
z
c τ + d
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
= æ e
pii
4
{
2(a+c−ad)−ab−cd
}
·
√
c τ + d e
pii c z2
c τ+d θ
[
a+c−1
b+d−1
]
(z|τ) ,
θ4
(
z
c τ + d
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
= æ e
pii
4
{
2(a−1)−ab
}
·
√
c τ + d e
pii c z2
c τ+d θ
[
a−1
b−1
]
(z|τ) .
Ïðè x = 0, ïðåäûäóùèå îðìóëû ïðåâðàùàþòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ϑ-êîíñòàíò:
ϑ
[
α˜1
β˜1
](a τ + b
c τ + d
)
= æ e
pii
4 {2α(bc β−d+1)−cβ(aβ−2)−db α2}·
√
c τ + d ϑ
[
α1
β1
]
(τ)
ϑ
[
α1
β
]
(τ +N) = e
pii
4
(1α2)N ·ϑ[ α − 1β+Nα](τ)
.
Äîïîëíèòåëüíîå óïðîùåíèå ïðîèñõîäèò êîãäà
(
a b
c d
) ∈ Γ(2). Ïîëàãàÿ â ýòîì ñëó÷àå(
a b
c d
)
=
(
2n+1 2m
2p 2q+1
)
ñ öåëûìè (n,m, p, q), âûïèñàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèîáðåòàþò
ðàçäåëÿþùèéñÿ âèä: θ2 7→ θ2, . . . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáùóþ îðìóëó âñåãäà ìîæíî
ñâåñòè ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ðàçäåëüíîãî òèïà θk 7→ θk, åñëè äîáàâèòü íåîäíîðîäíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ x 7→ x+s τ+r
c τ+d .
Ïðåäëîæåííûå îðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê, à â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå öåëî÷èñëåííûõ (α, β), ò. å. (α, β) =
{0, 1} mod 2, îðìóëû çàìûêàþòñÿ, ò. å. òîæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (α˜, β˜) =
{0, 1} mod 2. Îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ ϑ, θ-óíêöèé íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü æ(a, c, d).
Ýðìèò èñïîëüçîâàë ýòîò àêò, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñâîè èçâåñòíûå óíêöèè ϕ(τ), ψ(τ),
χ(τ) è òàáëèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó íèìè [14, 23℄.
5
åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ àêòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â ϑ-êîíñòàíòàõ è áûëî ïîëó÷åíî Ýðìèòîì â
1858 ã. Ñì. ïîñëåäíþþ îðìóëó íà ñòð. 10 â [14℄. Îòìåòèì íåòî÷íîñòü â ýòîé îðìóëå, êîòîðàÿ, íà-
ñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïîâòîðÿåòñÿ âñþäó ãäå ðåøåíèå âîñïðîèçâîäèòñÿ. Âòîðîé çíàê − òàì ñëåäóåò
çàìåíèòü íà +.
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8.5. Òåîðåìû óìíîæåíèÿ. Ôîðìóëû óäâîåíèé âûïèñûâàë åùå ßêîáè [16,
I: ñòð. 510℄. Îáùèå óìíîæåíèÿ, ðàçáèâàÿ îðìóëû íà ñëîæíûå ñåðèè ÷åò-
íûõ/íå÷åòíûõ n, ñ ïðèâëå÷åíèåì óíêöèé sn, n, dn, ðàññìàòðèâàëè Ê¼íèãñáåðãåð [18,
ñòð. 192, 201, 2034℄, Âåáåð [25, ñòð. 1905℄, Êðàóçå [19, ñòð. 157, 173℄, à òàêæå Âåéåð-
øòðàññ è äðóãèå. Îòìåòèì çäåñü åùå äåòåðìèíàíòíóþ îðìóëó óìíîæåíèÿ Êèïåðòà
Âåéåðøòðàññà [27,  15℄, [6, ñòð. 332℄ äëÿ óíêöèè σ(nx) ÷åðåç óíêöèè ℘, ℘′.
Ïóñòü n åñòü ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà óíêöèè θ óäîâëåòâîðÿþò
êîìïëåêñíûì îðìóëàì óìíîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûìè ñëåäóþùèìè ðåêóððåíöèÿìè:
θ1(2x) = 2 θ1(x)
θ2(x) θ3(x) θ4(x)
ϑ2 ϑ3 ϑ4
θ1(nx) =
θ23(n1x) θ
2
2(x)− θ22(n1x) θ23(x)
ϑ24 · θ1
(
(n − 2)x) , ãäå n1 ≡ n− 1
θ
[
α + 1
β + 1
]
(nx) = −〈β〉 θ
[
α
0
]2
(n1x) θ
[
α
0
]2
(x) + 〈α〉 θ[0β]2(n1x) θ[0β]2(x)
ϑ
[
α+ 1
β + 1
]2 · θ[α + 1β + 1]((n− 2)x)
.
Ýòî íå åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Äðóãèå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü êâàäðà-
òè÷íûå òîæäåñòâà ìåæäó θ-óíêöèÿìè. Åñëè n  öåëîå ÷èñëî, òîãäà îðìóëû çàìû-
êàþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, çàìêíóòû óìíîæåíèÿ äëÿ óíêöèé θ2,3,4:
θ2(nx) =
θ23(n1x) θ
2
3(x)− θ24(n1x) θ24(x)
ϑ22 · θ2
(
(n − 2)x)
θ3(nx) =
θ22(n1x) θ
2
2(x) + θ
2
4(n1x) θ
2
4(x)
ϑ23 · θ3
(
(n − 2)x)
θ4(nx) =
θ23(n1x) θ
2
3(x)− θ22(n1x) θ22(x)
ϑ24 · θ4
(
(n − 2)x)
.
Ñóùåñòâóþò íåðåêóðñèâíûå òåîðåìû óìíîæåíèÿ, íî ýòî áóäóò óìíîæåíèÿ ñ êîý-
èöèåíòàìè, íå ïðèíàäëåæàùèìè ïîëþ êîíñòàíò ϑαβ(τ). Ýòîò àêò íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç âåéåðøòðàññîâñêèõ îðìóë äëÿ óíêöèé σ, σλ(nx) [26, V: ñòð. 2256, 298℄.
Óìíîæåíèå äëÿ óíêöèè θ′1 ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé. Ôîðìóëû óìíîæåíèÿ
áóäóò ñïðàâåäëèâûìè òàêæå è äëÿ íåêàíîíè÷åñêèõ óíêöèé θ èç  9.
8.6. Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò
äèåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ÿêîáèåâñêèõ θ-óíêöèé.
Òýòà-óíêöèè ßêîáè ñ ïðîèçâîëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (α, β),
êàê óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ x è τ , óäîâëåòâîðÿþò ðàñùåïëåííûì è çàìêíóòûì ñè-
ñòåìàì îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä äèåðåíöèàëüíûì ïîëåì
C∂(η, ϑ
2) âåéåðøòðàññîâñêîé êîíñòàíòû η è êâàäðàòîâ ÿêîáèåâñêèõ ϑ-êîíñòàíò:
∂θαβ
∂x
=
θ′1
θ1
θαβ −
〈
α [ β
2
]
〉
π ϑ2αβ ·
θ
[
1α
0
]
θ
[
0
1β
]
θ1
∂θ′1
∂x
=
θ′21
θ1
− π2 ϑ23 ϑ24 ·
θ22
θ1
− 4
{
η +
π2
12
(ϑ43 + ϑ44)
}
·θ1
,
19
∂θαβ
∂τ
=
−i
4 π
θ′21
θ21
θαβ +
i
2
〈
α [ β
2
]
〉
ϑ2αβ · θ′1
θ
[
1α
0
]
θ
[
0
1β
]
θ21
+
i
π
{
η +
π2
12
(ϑ43 + ϑ44)
}
·θαβ +
+
π i
4
{
ϑ23 ϑ
2
4 ·θ22 − ϑ2αβ(ϑ
[
0
1β
]2 ·θ[1α0 ]2 + ϑ[1α0 ]2 ·θ[ 01β ]2)} θαβ
θ21
∂θ′1
∂τ
=
−i
4 π
θ′31
θ21
+
3 i
π
{
π2
4
ϑ23 ϑ
2
4 ·
θ22
θ21
+ η +
π2
12
(ϑ43 + ϑ44)
}
θ′1 −
π2
2
iϑ22 ϑ
2
3 ϑ
2
4 ·
θ2 θ3 θ4
θ21
(25)
(åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè (α, β) = {0, 1}, òîãäà 〈α [β2 ]〉 = 1 âñåãäà).
(α, β)-ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé (17) íà ϑ, η-êîíñòàíòû èìååò âèä:
dϑ
[
α
β
]
dτ
=
i
π
{
η +
π2
12
(〈β〉ϑ
[
1α
0
]4 − 〈α〉ϑ[ 01β]4)}ϑ[αβ]
dη
dτ
=
i
π
{
2 η2 − π
4
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(ϑ
[
α
0
]8
+ 〈α+ β〉ϑ
[
α
0
]4
ϑ
[
0
β
]4
+ ϑ
[
0
β
]8)} ← (α, β) 6= (0, 0)
. (26)
åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2425), ñîõðàíÿþùåå äâà êëàññè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿ
ϑ22 θ
2
4 − ϑ24 θ22 = ϑ23 θ21 , ϑ22 θ23 − ϑ23 θ22 = ϑ24 θ21 ,
ñîäåðæèò òðè ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû A,B,C è èìååò âèä
θ
[
α
β
]
= C epiiA(2x+Aτ) ·θ[αβ](x+Aτ +B|τ) ,
θ′1 = C e
piiA(2x+Aτ) ·{θ′1(x+Aτ +B|τ)− 2πiAθ[11](x+Aτ +B|τ)} . (27)
(Ýòè óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè 4πiFτ = Fxx ). Îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèé (26), äåðæàùåå òîæäåñòâî ßêîáè (22), äàåòñÿ îðìóëàìè
ϑ
[
α
β
]
=
−2√
c τ + d · ϑ[αβ ](a τ + bc τ + d) , η = (c τ + d)−2 · η(a τ + bc τ + d)+ 12 πi cc τ + d
ñ òðåìÿ êîíñòàíòàìè a d− b c = 1. Ïðàâûå ÷àñòè â ýòèõ ðåøåíèÿõ åñòü θ, ϑ, η-ðÿäû. Ïî
îòäåëüíîñòè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (19) è (21) õîðîøî èçâåñòíû (ßêîáè, Øàçè).
8.7. Çàìå÷àíèÿ è îáîáùåíèÿ. Âàæíûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî θ-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, êàê óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, ñïåöèè÷íû, ïîñêîëüêó, íà ñàìîì äåëå, îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçäå-
ëÿþùèõñÿ, è ñëåäîâàòåëüíî, îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê íèì,
â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäÿòñÿ ìíîãèå ðåøåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âñå òàêèå ðåøåíèÿ, íåñòàöèîíàðíûå è ìíîãîàçíûå, ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì èíòåãðèðóåìîñòè åäèíñòâåííîé (ïðîäóáëèðîâàííîé ïî ÷èñëó àç) ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïÿòü ÿêîáèåâñêèõ óíêöèé θ, θ′1.
Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ßêîáèÀëüåíà è èõ îáîáùåíèÿ òîæå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-
ÿìè ðàñùåïëÿåìîñòè óðàâíåíèé íà θ-óíêöèè. Ïðàâèëà äèåðåíöèðîâàíèÿ (2426)
ãåíåðèðóþò óïîìÿíóòûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ðåøåíèÿ, à η, ϑ, θ-ïåðåìåííûå
ÿâëÿþòñÿ óíèîðìèçèðóþùèìè äëÿ íèõ. Âûñøèå ïðîèçâîäíûå îò θ-óíêöèé è ϑ-
êîíñòàíò åñòü ñíîâà η, ϑ, θ, θ′1-óíêöèè, ïðè÷åì ðàöèîíàëüíûå ïîëèíîìû îò íèõ. Ýòî,
íàïðèìåð, òðèâèàëèçèðóåò âû÷èñëåíèÿ è ïðîÿñíÿåò ðåçóëüòàòû íåäàâíåé ðàáîòû [4℄,
ãäå áûëî íàéäåíî ïðèëîæåíèå óðàâíåíèÿ Øàçè ê ñèñòåìàì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà.
Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî íåñîìíåííóþ âàæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåíèå ïðåäûäó-
ùèõ ðåçóëüòàòîâ íà Θ-óíêöèè âûñøèõ ðîäîâ è èõ êîíñòàíòû [20℄. Ñì. óïîìÿíóòóþ
ðàáîòó [5℄ è ññûëêè â íåé, ãäå âîïðîñ óæå ðàññìàòðèâàëñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ëîãàðè-
ìè÷åñêèì ïðîèçâîäíûì îò ϑ-êîíñòàíò. Èìåÿ â âèäó ðåçóëüòàòû  67, ñòàíîâèòñÿ
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ÿñíûì íàïðèìåð, ÷òî äèåðåíöèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü ñ íåîáõîäèìîñòüþ òðåáóåò ïðè-
ñóòñòâèÿ â îðìóëàõ êàê ìåðîìîðíûõ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ (⇒ óíêöèé Θ′), òàê è
èõ ïåðèîäîâ, ò. å. àíàëîãîâ êîíñòàíò η. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ àíàëèç âûðîæäàåòñÿ.
àññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèòóàöèþ, êîãäà ÿêîáèàí äîïóñêàåò ðåäóêöèþ äâóìåðíîé
Θ-óíêöèè ê óíêöèÿì ßêîáè:
Θ
[
α1 α2
β1 β2
](u− 1
4
α2
v − 1
4
α1
∣∣∣ τ 121
2
µ
)
=
1
2
e
−pii
4
α1α2
{
[θ
[
α1
β1
]
(u|τ) + iα1 θ[ α1β1−1](u|τ)] θ[α2β2 ](v|µ) +
+ i
α2 [θ
[
α1
β1
]
(u|τ)− iα1 θ[ α1β1−1](u|τ)] θ[ α2β2−1](v|µ)} .
Ñîîòâåòñòâóþùèå äåñÿòü ϑ
[
α
β
]
-êîíñòàíò, áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç âåëè÷èíû
ϑ2,3,4(τ) , ϑ2,3,4(µ) , θ1,2,3,4
(
1
4
∣∣τ) , θ1,2,3,4(14 ∣∣µ) .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàìûêàíèÿ, íåîáõîäèìî èìåòü ñâÿçü ìåæäó ¾
1
4 -ïåðèîäàìè¿ è
îáû÷íûìè ϑ-êîíñòàíòàìè. Ýòî îñóùåñòâëÿþò ñîîòíîøåíèÿ
θ4
(
1
4
)
= θ3
(
1
4
)
, θ2
(
1
4
)
= θ1
(
1
4
)
,
2 θ43
(
1
4
)
= ϑ4ϑ
3
3 + ϑ3ϑ
3
4 , 2 θ
4
1
(
1
4
)
= ϑ4ϑ
3
3 − ϑ3ϑ34 ,
(áîëåå ïîäðîáíî íîâûå ñåìåéñòâà ϑ, θ-òîæäåñòâ áóäóò ðàññìîòðåíû îòäåëüíî), ïîñëå
÷åãî ìîæíî ïðîèíñïåêòèðîâàòü ñèñòåìó ïðîèçâîäíûõ. Â äàííîì ïðèìåðå, â ñèëó (14)
è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà Θ
[
α
β
]
, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èìååòñÿ äèåðåíöèàëüíàÿ
çàìêíóòîñòü â âèäå îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{
∂Θ
[
α
β
]
∂(u, v)
= Fαβu,v
(
Θ,Θ′
)
,
∂Θ′
[
α
β
]
∂(u, v)
= Gαβu,v
(
Θ,Θ′
)}
,
ñ âû÷èñëÿåìûìè óíêöèÿìè F (Θ,Θ′), G(Θ,Θ′) (âû÷èñëåíèÿ ãðîìîçäêè) è âûòåêàþ-
ùèìè îòñþäà óðàâíåíèÿìè ïî τ è µ. Îòñþäà æå âûòåêàþò óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè
íà êîíñòàíòû ϑ
[
α
β
]
(τ, µ). Ýòîò ðåçóëüòàò ñàì ïî ñåáå íå áåçèíòåðåñåí, íî áîëüøèé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î òîì, êàêîé âèä èìåþò áàçîâûå äèåðåíöèàëüíûå ñîîò-
íîøåíèÿ íà îáùèå g-ìåðíûå Θ-óíêöèè íà ÿêîáèàíàõ, èõ ñå÷åíèÿõ íà àëãåáðàè÷åñêèå
êðèâûå ïîñðåäñòâîì ãîëîìîðíûõ èíòåãðàëîâ (îòîáðàæåíèå Àáåëÿ) è, êàê ñëåäñòâèå,
óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé.
9. Íåêàíîíè÷åñêèå θ-óíêöèè ßêîáè
Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ÿêîáèåâñêèå óíêöèè θ, èìåþò áîëåå
øèðîêèé êëàññ ðåøåíèé, ÷åì ïðîñòî θ-ðÿäû èëè îðìóëû (27). Îíè òàêæå ìîãóò
ñëóæèòü îäíèì èç íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ ïðîèñõîæäåíèÿ ϑ, θ-óíêöèé âîîáùå, òàê
êàê óðàâíåíèÿ íå ìåíåå óíäàìåíòàëüíû ÷åì èõ ðåøåíèÿ. Â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ
ðàçíîâèäíîñòè ñèñòåìû (14) ìîãóò âîçíèêàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ïîýòîìó ïàðàìåòðû ϑ íå
îáÿçàíû áûòü çíà÷åíèÿìè θ-ðÿäîâ â íóëå, à ïàðàìåòð η áûòü ïåðèîäîì ìåðîìîðíîãî
èíòåãðàëà ζ èëè äàâàòüñÿ êàêèìè-ëèáî èçâåñòíûìè âûðàæåíèÿìè, íàïðèìåð
η(τ) = − 1
12
θ′′′1 (0|τ)
θ′1(0|τ)
= −1
4
θ′′3(0|τ)
ϑ3
− π
2
12
(
ϑ42 − ϑ44
)
.
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9.1. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ è èõ ïåðâûå èíòåãðàëû. Ñòàðòóÿ ñ óðàâíåíèé
(14) ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè ϑ, η è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 4πi θτ = θxx ,
ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (16). àññìàòðèâàÿ óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè θxτ = θτx äëÿ
ñèñòåì óðàâíåíèé (14) è (16), ìû ïîëó÷àåì èõ ïåðâûå èíòåãðàëû
ϑ22 θ
2
4 − ϑ24 θ22 = A41 ·ϑ23 θ21 , ϑ22 θ23 − ϑ23 θ22 = A42 ·ϑ24 θ21 (28)
è äèåðåíöèàëüíóþ çàìêíóòîñòü ïîëÿ êîýèöèåíòîâ, ò. å. äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
íà óíêöèè ϑ = ϑ(τ), η = η(τ):
dϑ2
dτ
=
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)}
ϑ2
dϑ3
dτ
=
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4 − 3A42 ϑ44
)}
ϑ3
dϑ4
dτ
=
i
pi
{
η +
pi2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4 − 3A41 ϑ43
)}
ϑ4
dη
dτ
=
i
pi
2 η2 − pi
3
72
i
{
ϑ83 +
(
9A41A
4
2 − 6A41 − 6A42 + 2
)
ϑ43 ϑ
4
4 + ϑ
8
4
}
, (29)
ãäå A1, A2 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò x èëè τ . Ïðÿ-
ìàÿ ïðîâåðêà óðàâíåíèé (14), (16) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (28) äåéñòâèòåëüíî
âûïîëíÿþòñÿ è ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè îáåèõ ñèñòåì. Ñèñòåìû ïîëíîñòüþ ñîâìåñòíû,
à ñàìè èíòåãðàëû A1,2(θ;ϑ) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Â ñâîþ î÷åðåäü ñèñòåìà (29)
èìååò îäèí, òîæå àëãåáðàè÷åñêèé, èíòåãðàë A3(ϑ), îáîáùàþùèé òîæäåñòâî ßêîáè:
A43 ϑ
4
2 = A
4
1 ϑ
4
3 −A42 ϑ44
(
⇒ d
dτ
A3 = 0
)
. (30)
Ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ îòäåëüíî íà âûðîæäåíèÿõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (29)
â ýëåìåíòàðíûå óíêöèè. Ýòè ñëó÷àè âûÿâëÿþòñÿ ëåãêî è ïîýòîìó íàñ áóäåò èíòåðå-
ñîâàòü òîëüêî ñèòóàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äëÿ òàêèõ íåêàíîíè÷åñêèõ ¾îáîáùåíèé¿
θ-óíêöèé âåëè÷èíû A1, A2 îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè ê óðàâíåíèÿì (14
16), à äëÿ ñèñòåìû (29) îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè.
9.2. Êàíîíè÷åñêèå θ-ðÿäû è ýëëèïòè÷åñêèå óíêöèè. åäóêöèÿ ê ñëó÷àþ ßêî-
áèÂåéåðøòðàññà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì A1 = A2 = 1. Òîãäà
óíêöèÿ η áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Øàçè (21), à óíêöèè ϑ3,4  ÿêîáèåâñêî-
ìó óðàâíåíèþ (19). Èíòåãðàë (30) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Ïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî
A3 = 1, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì (17). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òàêîé ñèììåòðè÷íîé îð-
ìû êàíîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèé (29), àëãåáðàè÷åñêèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (17)
âûãëÿäèò óæå íå î÷åâèäíî
(A43 − 1)·ϑ42 ϑ43 ϑ44 = (ϑ43 − ϑ42 − ϑ44)3 (31)
è äîëæåí òðàêòîâàòüñÿ êàê êîððåêòíàÿ îðìà ¾ïîëíîãî òîæäåñòâà ßêîáè¿ äëÿ ñèì-
ìåòðèçîâàííîé çàïèñè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Ïîìèìî ýòîãî óñëîæíåíèÿ, íè îäíà
èç óíêöèé ϑ2,3,4 èëè ëîãàðèìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ lnτϑ íå óäîâëåòâîðÿåò íèêà-
êîìó óðàâíåíèþ 3-ãî ïîðÿäêà, êàê ýòî áûëî â óðàâíåíèÿõ (1920), õîòÿ óíêöèÿ η
ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ 3-ãî ïîðÿäêà (21). Çà íåäîñòàòêîì ìåñòà ìû
îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé.
Îáîçíà÷àÿ äàëåå P = θ22/θ
2
1, ìû íàõîäèì, ÷òî èìååò ìåñòî óðàâíåíèå
Px
2 = 4π2
(
ϑ24 ·P+A41ϑ23
)(
ϑ23 ·P+A42ϑ24
)
P , (32)
22
à çíà÷èò P âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ℘-óíêöèþ Âåéåðøòðàññà, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà îòíîøåíèþ ÿêîáèåâñêèõ θ-ðÿäîâ
℘(2x|µ) = π
2
12
{
ϑ43(µ) + ϑ
4
4(µ)
}
+
π2
4
ϑ23(µ)ϑ
2
4(µ)·
θ22(x|µ)
θ21(x|µ)
.
Çäåñü è äàëåå ïîä ϑ3,4(µ) ïîíèìàþòñÿ ϑ-ðÿäû. Ïðèâîäÿ óðàâíåíèå (32) ê êàíîíè÷å-
ñêîé îðìå Âåéåðøòðàññà è ïðèëàãàÿ ñòàíäàðòíûé âû÷èñëèòåëüíûé àïïàðàò òåîðèè
[6℄, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèì ìîäóëåì äëÿ óðàâíåíèÿ (32) áóäåò âåëè÷èíà µ,
îïðåäåëÿåìàÿ èç ñëåäóþùåãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ:
J(µ) =
1
54
(
A81 ϑ
8
3 +A
8
2 ϑ
8
4 +A
8
3 ϑ
8
2
)3
A81A
8
2A
8
3 ϑ
8
2 ϑ
8
3 ϑ
8
4
, (33)
ãäå, äëÿ ñèììåòðèè, ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðàëîì (30). (Â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (33) äàåòñÿ, ÷òî õîðîøî èçâåñòíî [6, 2℄, êàê îòíîøåíèå îïðåäåëåííûõ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ [3, ñòð. 878℄). Òàêèì îáðàçîì, äîëæíà èìåòü ìåñòî ñëåäóþùàÿ
îðìóëà äëÿ îòíîøåíèÿ P:
θ22
θ21
=
ϑ43(µ) + ϑ
4
4(µ)
3ϑ23 ϑ
2
4
− A
4
1ϑ
4
3 +A
4
2ϑ
4
4
3ϑ23 ϑ
2
4
+
ϑ23(µ)ϑ
2
4(µ)
ϑ23 ϑ
2
4
· θ
2
2(x+ x0|µ)
θ21(x+ x0|µ)
.
Àíàëîãè÷íûå îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ äðîáåé θk/θj áåç êâàäðàòîâ. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî òàêàÿ âàðèàöèÿ ïðèâåëà áû ê ýëëèïòè÷åñêèì óíêöèÿì ßêîáè sn ∼ θ1/θ4 è ò. ä.:(
θ1
θ4
)2
x
= π2
{
A41ϑ
2
3 ·
(θ1
θ4
)2
− ϑ22
}{
A43ϑ
2
2 ·
(θ1
θ4
)2
− ϑ23
}
.
Èòàê, îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ θ-ðåøåíèé óðàâíåíèé (14), (16) ïðîïîðöèîíàëüíî îò-
íîøåíèþ êàíîíè÷åñêèõ θ-ðÿäîâ ñ íåòðèâèàëüíûì è íîâûì ìîäóëåì µ. Ïîêàæåì, ÷òî
óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå θ-ðÿäû ïîëíîñòüþ.
9.3. àñøèðåíèå êàíîíè÷åñêèõ θ-óíêöèé. Ñèñòåìà (14) èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê,
â òî âðåìÿ êàê âåéåðøòðàññîâñêèé áàçèñ (σ, ζ, ℘)  òðåòèé. Â âåéåðøòðàññîâñêîì ñëó-
÷àå ìû èìååì ñëåäóþùåå ëåãêî âûâîäèìîå äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 3-ãî ïîðÿäêà
íà ëþáóþ èç óíêöèé ßêîáè
Fx
2 = 4{F + 4 η + pi23 (ϑ43 + ϑ44)}{F + 4 η + pi23 (ϑ42 − ϑ44)}{F + 4 η − pi23 (ϑ42 + ϑ43)} , (34)
ãäå F = lnxxθk(x|τ), à ϑ = ϑ(τ), η = η(τ). Â íåêàíîíè÷åñêîì ñëó÷àå A1 6= 1 6= A2
ýòî óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü ñâîé àíàëîã â âèäå äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 5-ãî
ïîðÿäêà. Àíàëèçèðóÿ ñèñòåìó (14), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
6
F 2Fxxx − 2FFxFxx + Fx3 + (F 4)x = 0 ,
F = (ln θ)
xx
+ 4{η + pi2
12
(ϑ43 + ϑ
4
4)} ,
(35)
êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå θ = θk(x) óðàâíåíèé (14), êàêèå áû íè
áûëè âåëè÷èíû η, ϑ. Îïóñêàÿ âû÷èñëåíèÿ è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
M(κ, µ) = κ2{η(µ) + pi212
(
ϑ43(µ) + ϑ
4
4(µ)
)}− {η + pi212 (ϑ43 + ϑ44)} ,
6
Ýòî âàæíîå óðàâíåíèå, êàê óðàâíåíèå 3-ãî ïîðÿäêà íà óíêöèþ F , ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êàíî-
íè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà F 2x = 4F
3 − g2F − g3, à òî÷íåå, åãî ñëåäñòâèÿ Fxxx = 12FFx. Ýòî
ñëåäñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé óðàâíåíèÿ (35), õîòÿ ðåøåíèåì (35) òîæå ÿâëÿåòñÿ ℘-óíêöèÿ:
F = ℘(ω|ω,ω′) − ℘(x + c|ω, ω′). àçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äî òåõ ïîð ïîêà íå çàòðàãèâàåòñÿ äè-
åðåíöèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü θk, äîñòàòî÷íî îäíîãî óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà (34). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïåðèîäû 2 (ω,ω′) è ìîäóëü τ âîçíèêàþò êàê êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.
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âûïèøåì îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (14):
± θ1 = ϑ2ϑ3ϑ4
2η3(µ)
· C θ1(κ x+B|µ) e2M(x+A)
2
,
± θ2 = κ ϑ2
ϑ2(µ)
· C θ2(κ x+B|µ) e2M(x+A)
2
,
± θ3 = κ ϑ3
ϑ3(µ)
· C θ3(κ x+B|µ) e2M(x+A)
2
,
± θ4 = κ ϑ4
ϑ4(µ)
· C θ4(κ x+B|µ) e2M(x+A)
2
,
(36)
ãäå {A,B,C,κ, µ}  ïÿòü êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôîðìóëà äëÿ θ′1  ýòî ïðîèçâîä-
íàÿ îò ïåðâîé îðìóëû â (36). Çíàêè ± ìîæíî ïðîèçâîëüíî ìåíÿòü ó ëþáîé ïàðû
(θj , θk), ÷òî ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ñèñòåìû (14).
åøåíèå (36) ïîêàçûâàåò, ÷òî çàâèñèìîñòü îò κ è µ íåòðèâèàëüíà, â îòëè÷èå îò
¾óãàäûâàåìîé¿ çàâèñèìîñòè ïî êîíñòàíòàì B,C è ëèíåéíîé ýêñïîíåíòû eAx. Îòñþäà
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè îñòàâèòü â ñòîðîíå ìóëüòèïëèêàòèâíûå êîíñòàíòû â (36),
òî çàâèñèìîñòü ýòèõ ðåøåíèé è ñàìîãî óðàâíåíèÿ (35) îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ϑ, η
îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îäèí ñóùåñòâåííûé ïàðàìåòð
1
4
Λ = η +
π2
12
(
ϑ43 + ϑ
4
4
)
. (37)
Àëãåáðàè÷åñêèå èíòåãðàëû (28) â (κ, µ)-ïðåäñòàâëåíèè (36) ïðèíèìàþò âèä ñëåäóþ-
ùèõ îáîáùåíèé òîæäåñòâ ßêîáè:
ϑ22 θ
2
4 − ϑ24 θ22 = κ2
ϑ43(µ)
ϑ43
·ϑ23 θ21 , ϑ22 θ23 − ϑ23 θ22 = κ2
ϑ44(µ)
ϑ44
·ϑ24 θ21 . (38)
Ïðè κ = 1 è òàêèõ ϑ, η, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå µ, ÷òî ϑ = ϑ(µ) è η = η(µ), ìû ñíîâà
ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ ßêîáèÂåéåðøòðàññà.
Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïåðåõîä ê íåêàíîíè÷åñêîìó ñëó÷àþ, õîòÿ è îñóùåñòâëÿåòñÿ
ýëåìåíòàðíîé óíêöèåé e2Mx
2
, íå ýëåìåíòàðíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ (κ, µ) è ÿâëÿåò-
ñÿ òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì, òàê êàê êàíîíè÷åñêèå σ- è θ-óíêöèè îïðåäåëå-
íû ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêñïîíåíòû eAx (ñì. îðìóëû (27)). Ýêñïîíåíöèàëüíûé
ìíîæèòåëü e2Mx
2
ýòîãî ðàñøèðåíèÿ òîæå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ κ
è µ. Ñâîéñòâà êâàçèïåðèîäè÷íîñòè äëÿ íåêàíîíè÷åñêèõ θ-ðàñøèðåíèé, ò. å. àíàëîãè
îðìóë (1), ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ èç ñàìèõ ðåøåíèé (36) è ìû èõ íå ïðèâîäèì.
9.4. Ïåðåíîðìèðîâêà θ-óíêöèé. åøåíèå (36) ïîäñêàçûâàåò ñäåëàòü ïåðåíîðìè-
ðîâêó θ 7→ θ (îíà íå åäèíñòâåííà):
θ1 = θ1 , θ2 = π ϑ3ϑ4 ·θ2 , θ3 = π ϑ2ϑ4 ·θ3 , θ4 = π ϑ2ϑ3 ·θ4 ,
ïîñëå êîòîðîé óðàâíåíèÿ (14) è (35) ñòàíóò ñîäåðæàòü ëèøü ïàðàìåòð (37):
∂θ2
∂x
=
θ′1
θ1
θ2 −
θ3θ4
θ1
,
∂θ4
∂x
=
θ′1
θ1
θ4 −
θ2θ3
θ1
,
∂θ1
∂x
= θ′1
∂θ3
∂x
=
θ′1
θ1
θ3 −
θ2θ4
θ1
,
∂θ′1
∂x
=
θ′21
θ1
− θ
2
2
θ1
− Λ·θ1
. (39)
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè òåïåðü ïðèâëå÷ü çàâèñèìîñòü îò τ , òîãäà τ -äèåðåí-
öèðîâàíèÿ θ-óíêöèé (16) (è âîîáùå âñå óðàâíåíèÿ) òîæå çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ.
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Ââîäÿ äëÿ óäîáñòâà çàìåíó τ = 4πi τ , ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∂θ1
∂τ
=
θ′21
θ1
− θ
2
2
θ1
− Λ·θ1 , ∂θ
′
1
∂τ
=
θ′31
θ21
− 3(θ22 + Λ·θ21) θ′1
θ21
+ 2
θ2θ3θ4
θ21
∂θ2
∂τ
=
θ′21
θ21
θ2 − 2θ′1
θ3θ4
θ21
− (θ22 − θ23 − θ24) θ2
θ21
− {Λ− lnτ(ϑ3ϑ4)}·θ2
∂θ3
∂τ
=
θ′21
θ21
θ3 − 2θ′1
θ2θ4
θ21
+ θ24
θ3
θ21
− {Λ− lnτ (ϑ2ϑ4)}·θ3
∂θ4
∂τ
=
θ′21
θ21
θ4 − 2θ′1
θ2θ3
θ21
+ θ23
θ4
θ21
− {Λ− lnτ (ϑ2ϑ3)}·θ4
. (40)
×åðåç êàíîíè÷åñêóþ îðìó (3940) óðàâíåíèé íà θ-óíêöèè ìåõàíèçì èíòåãðèðîâà-
íèÿ è âåñü ñîïóòñòâóþùèé àíàëèç ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íûì.
Â óðàâíåíèÿ âõîäÿò íå âåëè÷èíû ϑ, à èõ ëîãàðèìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå è ïîýòî-
ìó óñëîâèÿìè ñîâìåñòíîñòè áóäóò àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óíêöèÿìè θ,
êîýèöèåíòàìè Λ, lnτϑ è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åäèíñòâåííîå äèåðåíöèàëüíîå ñîîò-
íîøåíèå, ñîäåðæàùåå Λτ ≡ Λ˙. Ìû ïîëó÷àåì:
ϑ˙2
ϑ2
+ Λ = 0 ,
ϑ˙3
ϑ3
+ Λ =
θ23 − θ22
θ21
,
ϑ˙4
ϑ4
+ Λ =
θ24 − θ22
θ21
,
Λ˙− 2
(
ϑ˙3
ϑ3
+
ϑ˙4
ϑ4
)
Λ− 2 ϑ˙3
ϑ3
ϑ˙4
ϑ4
= 0 .
(41)
Îòìåòèì ÷òî â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî îáúåêòà âûñòóïàþò íå ñèììåòðè÷íûå óðàâíåíèÿ
(17), à óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (41) (⇒(29)). Ïðè ýòîì îäèí èç ïàðàìåòðîâ lnτϑ2 è
Λ (èëè η) àêòè÷åñêè âõîäèë â òåîðèþ èêòèâíî. Ïîñêîëüêó âñå ñèñòåìû íåëèíåéíû,
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óíêöèé θ èç (41), íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå äèåðåíöèðîâàíèå.
Äëÿ ñèììåòðèè ìû îñòàâëÿåì òðè âåëè÷èíû ϑ è, îáîçíà÷èâ (X,Y,Z) = ( ϑ˙2ϑ2 ,
ϑ˙3
ϑ3
, ϑ˙4
ϑ4
),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
1
2
X˙ = (Y + Z)X − Y Z , 1
2
Y˙ = (X + Z)Y −XZ , 1
2
Z˙ = (X + Y )Z −XY .
Ýòî øèðîêî èçâåñòíàÿ ñèñòåìà ÄàðáóÀëüåíà [13, I: ñòð. 331℄, [22℄, [5℄, [10, ñòð. 577℄,
à åå ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (20) èç  7:(
X˙ − 2X2) ...X − X¨2 + 16X3X¨ + 4(X˙ − 6X2)X˙2 = 0 .
Òàêèì îáðàçîì âñå óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ â êàíîíè÷åñêèõ ðÿäàõ ßêîáè.
Çàìå÷àíèå. Ïåðåíîðìèðîâêó ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæèòü θ 7→ θ e
1
2
Λx2
, òåì ñàìûì
óäàëèâ ïàðàìåòð Λ èç îðìóë. Â (39) òîãäà íàäî ïîëîæèòü Λ = 0, à óñëîâèÿ èíòåãðè-
ðóåìîñòè (41) ïðåâðàòÿòñÿ â ïðîñòûå âûðàæåíèÿ
Y = X + π2κ2ϑ44(µ) , Z = X + π
2
κ
2ϑ43(µ)
è óðàâíåíèå èêêàòè íà óíêöèþ X(τ ) ñ ïåðåìåííûìè êîýèöèåíòàìè κ(τ), µ(τ):
1
2
X˙ = X2 + π2κ2
{
ϑ43(µ) + ϑ
4
4(µ)
}·X − π4κ4ϑ43(µ)ϑ44(µ) .
Ýòî óðàâíåíèå, êàê è ïðåäûäóùèå, òîæå èíòåãðèðóåòñÿ.
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9.5. Îáùèå èíòåãðàëû. Îáîçíà÷èâ êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (29) êàê
(a, b, c,d) è îáîçíà÷èâ T ≡ a τ+b
c τ+d , ìû ïîëó÷àåì îáùèé èíòåãðàë äëÿ (29):
ϑ2 = d
ϑ2(T)√
c τ + d
, ϑ3 =
1
A1
ϑ3(T)√
c τ + d
, ϑ4 =
1
A2
ϑ4(T)√
c τ + d
,
η =
1
(c τ + d)2
{
η(T) +
pi2
12
(
A41 − 1
A41
ϑ43(T) +
A42 − 1
A42
ϑ44(T)
)}
+
1
2
πi c
c τ + d
,
(42)
ãäå ïîä ϑ(T), η(T) ïîíèìàþòñÿ ðÿäû ßêîáè èç  2 è, êàê îáû÷íî, a d−b c = 1. Çàìåòèì,
÷òî ãëàâíûé ïàðàìåòð òåîðèè
1
4
Λ =
1
(c τ + d)2
{
η(T) +
pi2
12 (ϑ
4
3(T) + ϑ
4
4(T))
}
+
1
2
πi c
c τ + d
íå çàâèñèò îò òîãî, áåðåòñÿ êàíîíè÷åñêèé ñëó÷àé èëè íåò, è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
3-ãî ïîðÿäêà (20), â êîòîðîå íàäî ïîäñòàâèòü X = i4piΛ. Ê ñêàçàííîìó â  9.2 äîáàâèì,
÷òî ñèììåòðèçàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèé (29) â (17), êîòîðóþ ¾íàïðàøè-
âàåòñÿ íàëîæèòü îïðåäåëåíèåì¿, áûëà áû íå âïîëíå êîððåêòíà. Â êà÷åñòâå óñëîâèé
èíòåãðèðóåìîñòè, óðàâíåíèÿ (17) íå âîçíèêàþò è ýòî íå çàâèñèò îò ïðàâèë ïåðåíîðìè-
ðîâêè è âûáîðà èíòåãðàëîâ A1,2. Àëãåáðàè÷åñêèé èíòåãðàë (31) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì
ïî ïåðåìåííûì ϑ4, à îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (17) íàéòè ïîêà íå óäàåòñÿ.
Ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåëè÷èíû η, ϑ â óðàâíåíèÿõ (14) åñòü óíêöèè îò τ â ñèëó
óðàâíåíèé (29), à êîíñòàíòû (A,B,C,κ, µ) åñòü íåèçâåñòíûå óíêöèè îò τ . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ òîãäà îðìóëû (36) â (16), ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà (A,B,C,κ, µ). Âû÷èñëåíèÿ ìîæíî çàðàíåå óïðîñòèòü, òàê êàê ó íàñ óæå åñòü äâà
èíòåãðàëà (28) (⇔ (38)) ýòèõ óðàâíåíèé:
κ
ϑ23(µ)
ϑ23
= A21 , κ
ϑ24(µ)
ϑ24
= A22 , (43)
èç êîòîðûõ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü è ñàìè óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷àÿ òî÷êîé ïðîèçâîäíóþ
ïî τ , óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
µ˙ = κ2 , πi
κ˙
κ
= 2M(κ, µ) , A˙ = 0 , B˙ = A κ˙ ,
C˙
C
= − κ˙
κ
.
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå
ϑ3(µ)
ϑ4(µ)
=D
[
ϑ3(T)
ϑ4(T)
]E
, κ =
√
E
c τ + d
ϑ22(T)
ϑ22(µ)
,
à îñòàâøèåñÿ, âñëåä çà íèìè, èíòåãðèðóþòñÿ ýëåìåíòàðíî:
A = A , B =
A
√
E
c τ + d
ϑ22(T)
ϑ22(µ)
+B , C =
C√
E
(c τ + d)
ϑ22(µ)
ϑ22(T)
.
Â ñèëó óðàâíåíèé (43) è (42), ìû äîëæíû ïîëîæèòü D = E = 1. Òàêîå ñîêðàùåíèå
÷èñëà êîíñòàíò îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî èíòåãðàëû (43) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè êàê x-
òàê è τ -óðàâíåíèé, à ñàìè óðàâíåíèÿ íåëèíåéíû. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå [9℄:
ϑ3(µ)
ϑ4(µ)
=
ϑ3(T)
ϑ4(T)
⇒ µ = Γ̂(4)(T) .
Âûáèðàÿ äëÿ óäîáñòâà ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò µ = T (ïîñëå ÷åãî ñðàçó âû÷èñëÿþòñÿ
κ è A,B,C), ìû ïîëó÷àåì èñêîìûé ñîâìåñòíûé îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (1416),
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â êîòîðûõ êîýèöèåíòû η, ϑ îïðåäåëÿþòñÿ ïî îðìóëàì (42):
± θ1 = 1
A1A2
dC√
c τ + d
θ1
(
x+A
c τ + d
+B
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
e
−pii c
cτ+d
(x+A)2
,
± θ2 = dC√
c τ + d
θ2
(
x+A
c τ + d
+B
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
e
−pii c
cτ+d
(x+A)2
,
± θ3 = 1
A1
C√
c τ + d
θ3
(
x+A
c τ + d
+B
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
e
−pii c
cτ+d
(x+A)2
,
± θ4 = 1
A2
C√
c τ + d
θ4
(
x+A
c τ + d
+B
∣∣∣a τ + b
c τ + d
)
e
−pii c
cτ+d
(x+A)2
.
Ôîðìóëà äëÿ θ′1 ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé îò îðìóëû äëÿ θ1. Äëÿ ðåäóêöèè
ê êàíîíè÷åñêîìó ñëó÷àþ (27) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü A1 = A2 = d = 1 è âûáðàòü
ïðåîáðàçîâàíèå
(
a b
c d
)
= ( 1 02 1 ), òàê êàê ãðóïïà Γ(2) íå ïåðåñòàâëÿåò óíêöèè θ èëè ϑ.
10. Ïðèëîæåíèå. Óðàâíåíèå Ïåíëåâå-VI
Ñâÿçü ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèé ñ øåñòûì óðàâíåíèåì Ïåíëåâå
y
xx
=
1
2
(
1
y
+
1
y − 1 +
1
y − x
)
y2x −
(
1
x
+
1
x− 1 +
1
y − x
)
yx +
+
y(y − 1)(y − x)
x2(x− 1)2
{
α− β x
y2
+ γ
x− 1
(y − 1)2 − (δ −
1
2
)
x(x− 1)
(y − x)2
} (44)
(êàê âïðî÷åì ïîÿâëåíèå è ñàìîãî óðàâíåíèÿ (44)) áûëà óñòàíîâëåíà .Ôóêñîì â ðà-
áîòå [12℄. Âñêîðå ïîñëå íåãî Ïåíëåâå [21℄ ïðèäàë ýòîìó óðàâíåíèþ çàìå÷àòåëüíûé âèä
(êîíâåðòèðóÿ â èñïîëüçóåìûå çäåñü îáîçíà÷åíèÿ)
− π
2
4
d2z
dτ2
= α℘′(z|τ) + β ℘′(z − 1|τ) + γ ℘′(z − τ |τ) + δ ℘′(z − 1− τ |τ) , (45)
ñäåëàâ òðàíñöåíäåíòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ (y, x) 7→ (z, τ)
x =
ϑ44(τ)
ϑ43(τ)
, y =
1
3
+
1
3
ϑ44(τ)
ϑ43(τ)
− 4
π2
℘(z|τ)
ϑ43(τ)
. (46)
Ê ýòèì èçâåñòíûì àêòàì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñëåäóþùèé êîììåíòàðèé.
Óðàâíåíèå (44) è ïîäñòàíîâêà (46) îòðàæàþò ãëàâíûå ñâîéñòâà êàê ñàìîãî óðàâíå-
íèÿ òàê è åãî ðåøåíèé. Åñëè óðàâíåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê, ëèíåéíî ïî y
xx
, ðàöè-
îíàëüíî ïî yx è èìååò òîëüêî íåïîäâèæíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ â ðåøåíèÿõ (ñâîéñòâî
Ïåíëåâå), òîãäà, êàê ìû âèäèì, ÷èñëî òàêèõ òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò òðè. Èõ âñåãäà ìîæ-
íî ïîìåñòèòü â xj = {0, 1,∞}, à óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä óðàâíåíèÿ ÔóêñàÏåíëåâå
(44) ëèáî íåêîòîðûé åãî ïðåäåëüíûé ñëó÷àé [21℄. Äàëåå, ïëîñêîñòü (x) ìîæíî êîí-
îðìíî è âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü íà óíäàìåíòàëüíûé 4-óãîëüíèê ãðóïïû
Γ(2) â ïëîñêîñòè íîâîé ïåðåìåííîé (τ) ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿðíîé óíêöèè x = k′2(τ)
(ïåðâàÿ îðìóëà â (46)). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîâåäåíèå óíêöèè k′2(τ) â ïðîîáðàçàõ
òî÷åê xj èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð ïî ëîêàëüíîìó ïàðàìåòðó τ è ïîýòîìó
âåòâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñòåïåííîãî èëè ëîãàðèìè÷åñêîãî õàðàêòåðà â îêðåñòíîñòè
xj ïåðåéäåò â ëîêàëüíî îäíîçíà÷íóþ çàâèñèìîñòü ïî ïåðåìåííîé τ . Â ýòîì ìû âèäèì
÷àñòè÷íîå îáúÿñíåíèå ïðîèñõîæäåíèÿ ïîäñòàíîâêè (46). ×åðåç ìîäóëÿðíóþ óíêöèþ
îíà ïîÿâèëàñü ó Ïåíëåâå [21℄, à ÷åðåç óðàâíåíèå Ëåæàíäðà  ó Ôóêñà [12℄. Îñòàëüíûå
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îñîáûå òî÷êè ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè, ìîãóò áûòü ïîäâèæíûìè, íî èõ ðàñïî-
ëîæåíèå è ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëîãàðèìè÷åñêè-
ìè ïðîèçâîäíûìè îò öåëûõ óíêöèé [21℄, [10, ñòð. 77180℄. Ïîñòðîåíèå òàêèõ öåëûõ
òðàíñöåíäåíòíûõ óíêöèé, êàê ýòî ïîä÷åðêèâàëîñü ñàìèì Ïåíëåâå (1902), çàâåðøàåò
ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (¾integration parfaite¿ â åãî òåðìèíîëîãèè). Äëÿ
óðàâíåíèÿ (44) õàðàêòåð ïîëþñîâ èçâåñòåí (Ïåíëåâå), à åãî ðåøåíèå èìååò ñòðóêòóðó
y ∼ d
dx
Ln
τ2
τ1
(47)
ñ öåëûìè óíêöèÿìè τ1,2(x), èìåþùèìè, áûòü ìîæåò, íåïîäâèæíûå êðèòè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè. Ïîëíûé ñïèñîê òàêèõ îðìóë ñì. â [10, ñòð. 165℄.
Èçâåñòíî òîëüêî äâà ñëó÷àÿ
7
, êîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ (44) âûïèñûâàåòñÿ åãî îáùèé
èíòåãðàë. Ýòî ðåøåíèÿ Ïèêàðà (1889) è Õèò÷èíà (1995), íî íè äëÿ îäíîãî èç ýòèõ
ñëó÷àåâ îðìà Ïåíëåâå (47) íå èçâåñòíà. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü íåòðèâèàëüíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà óíêöèè τ1,2(x) âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî.
Íèæå, ìû ïðèâîäèì òàêîé ïðèìåð. Îí ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì
(
α = β = γ = δ = 18
)
,
êîòîðûå íàéäåíû Õèò÷èíûì ïðè îïèñàíèè SU(2)-èíâàðèàíòíûõ àíòè-ñàìîäóàëüíûõ
ìåòðèê óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà [15℄. Óðàâíåíèå (45) òîãäà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
−π2 d
2z
dτ2
= 4℘′(2z|τ) ⇔ d
2z
dτ2
= 4π η9(τ)
θ1(2z|τ)
θ41(z|τ)
,
à åãî îáùèé èíòåãðàë, äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé îðìû (46), íàéäåí â [15, ñòð. 74, 78℄:
℘(z|τ) = ℘(Aτ +B|τ) + 1
2
℘′(Aτ +B|τ)
ζ(Aτ +B|τ)− (Aτ +B) η(τ) + pii2 A
.
10.1. Ôîðìà Ïåíëåâå. Îïèñàííîå âûøå äèåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå âåéåð-
øòðàññîâñêèõ è ÿêîáèåâñêèõ óíêöèé àêòè÷åñêè àâòîìàòèçèðóåò âû÷èñëåíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ ëþáûìè ¾ýëëèïòè÷åñêèìè¿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (4446) è èõ âûðîæäåíèÿ-
ìè. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ, îäíàêî, îòìå÷àëàñü êàê â ïåðâîíà÷àëüíîé ðàáîòå [15, ñòð. 75℄,
òàê è ïîçæå (ñì. çàìå÷àíèå 5.1 â [17℄)
8
. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû  5 ðàññìàòðèâàåìîìó
ðåøåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä:
℘(z|τ) = π
2 i
d
dτ
Ln
ζ(Aτ +B|τ)− (Aτ +B) η(τ) + pii2 A
η2(τ)
.
Ïåðåâîäÿ òåïåðü âñå ýòî â θ-óíêöèè, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêóþ îðìó ðåøåíèÿ:
y =
2 i
π
1
ϑ43(τ)
d
dτ
Ln
θ′1(Aτ +B|τ) + 2πiAθ1(Aτ +B|τ)
ϑ22(τ) θ1(Aτ +B|τ)
, x =
ϑ44(τ)
ϑ43(τ)
. (48)
Îñòàåòñÿ ïåðåïèñàòü ýòî ðåøåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ (x, y) èñïîëüçóÿ îðìóëû
îáðàòíîãî ïåðåõîäà τ 7→ x:
d
dτ
= πix (x − 1)ϑ43(τ)
d
dx
, ϑ22(τ) =
2
π
√
1− xK ′(√x) ,
epiiτ = exp
{
−π K(
√
x)
K′(
√
x)
}
= (49)
=
(
1− x
16
)
+ 8
(
1− x
16
)2
+ 84
(
1− x
16
)3
+ 992
(
1− x
16
)4
+ 12514
(
1− x
16
)5
+ · · · .
7
Ñ ó÷åòîì àâòîìîðèçìîâ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå õîðîøî èçâåñòíû â ëèòåðàòóðå ïî
óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå. Ñì. íàïðèìåð ñòàòüþ ðîìàêà â [10℄, ðàáîòó [17℄ è ññûëêè â íèõ.
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Â θ-óíêöèîíàëüíûõ ðåøåíèÿõ ðàáîò [15, 17℄ ïðèñóòñòâóþò óíêöèè θ1, θ
′
1, θ
′′
1 , θ
′′′
1 , ϑ
′
1, ϑ
′′
1 , ϑ
′′′
1 .
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Óïðîñòèâ, è ìåíÿÿ iA 7→ A, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò
y = x (1− x) d
dx
Ln
h
θ′1
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
”
+ 2πA·θ1
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
”i2
(1− x) θ21
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
”
K ′2(
√
x)
, (50)
â êîòîðîì K è K ′ áåðóòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò ïðåäïî÷òåíèé, êàê êëàññè÷åñêèå ïîëíûå
ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû èëè, íàïðèìåð, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå óíêöèè [2, 3, 6℄:
K(
√
x) =
π
2
· 2F1
(
1
2
,
1
2
; 1|x) , K ′(√x) = K(√1− x) .
Õîðîøåå óïðàæíåíèå  ïðîâåðèòü ðåøåíèå (50) ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî äîïîëíèòü èçëîæåííûé âûøå àïïàðàò èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè äèåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïîëíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ K,K ′ è E,E′ [2℄:
2
d
dx
K(
√
x) =
E(
√
x)
x (1− x) −
K(
√
x)
x
, 2
d
dx
K ′(
√
x) =
E′(
√
x)
x (x− 1) +
K ′(
√
x)
x− 1 ,
2
d
dx
E(
√
x) =
E(
√
x)
x
− K(
√
x)
x
, 2
d
dx
E′(
√
x) =
E′(
√
x)
x− 1 +
K ′(
√
x)
x− 1
(51)
è ñîîòíîøåíèåì Ëåæàíäðà η′ = τ η − pi2 i, çàïèñàííûì â ¾x-ïðåäñòàâëåíèè¿:
EK ′ + E′K −KK ′ = π
2
.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, â (50) ñëåäóåò åùå ñîêðàòèòü îáùèé ¾íå öåëûé¿ ìíîæèòåëü exp(pii4 τ),
ïðèñóòñòâóþùèé â ðÿäàõ θ1 è θ
′
1. Îí, âïðî÷åì, ÿâëÿåòñÿ ¾íåïîäâèæíûì¿ êàê è íåìå-
ðîìîðíàÿ îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ìíîæèòåëåì K ′2(
√
x). Èç (50) è (51)
íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå åñòü ïðîñòàÿ ñóììà ¾íåïîäâèæíîé êðèòè÷åñêîé îñî-
áåííîñòè¿ ëîãàðèìè÷åñêîãî òèïà è íàêàïëèâàþùèõñÿ ¾ïîäâèæíûõ ïîëþñîâ¿:
y =
E′(
√
x)
K ′(
√
x)
+ 2x (1 − x) d
dx
Ln
{
θ′1
θ1
(
A K(
√
x)
K ′(
√
x)
+B| iK(√x)K ′(√x)
)
+ 2πA
}
, (52)
ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò êîíå÷íóþ êðèòè÷åñêóþ îñîáåííîñòü òîëüêî â òî÷êå x = 0.
ÿäû, àíàëîãè÷íûå ðÿäàì òèïà (49), Âåéåðøòðàññ âûïèñûâàë â ñâÿçè ñ ðàññìîòðå-
íèåì ýëëèïòè÷åñêîé ìîäóëÿðíîé çàäà÷è îáðàùåíèÿ äëÿ ìîäóëÿðíîé óíêöèè k2(τ)
[27, ñòð. 534, 56, 58℄, [6, ñòð. 367℄. Ïîäîáíûì ñïîñîáîì âûïèñûâàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ â
îêðåñòíîñòè ëþáûõ äðóãèõ òî÷åê, à ñàìè îðìóëû (48) èëè (50), (52) äîñòàâëÿþò
àíàëèòè÷åñêèé îòâåò ê ñòåïåííûì ðàçëîæåíèÿì ðàáîòû [15℄ íà ñòð. 8992, 1089.
10.2. àñïðåäåëåíèå ïîëþñîâ. Íà èñ. 1 ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåíî òðàíñöåíäåíòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïîëþñîâ xmn , ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé èç äâóõ ñåðèé. À èìåííî, ñåðèè,
êîòîðàÿ äîïóñêàåò ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ñâîèõ ðåøåíèé:
θ1
(
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B
∣∣∣ iK(√x)
K′(
√
x)
)
= 0 ⇒ xmn = ϑ
4
4
ϑ43
(
m−B
n+ A
)
, n,m ∈ Z . (53)
Ñþäà íåîáõîäèìî äîáàâèòü åñòåñòâåííîå óñëîâèå íà (n,m) âèäà ℑ(m−Bn+A ) > 0. Äàííûå
ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷èíàþò äåîðìèðîâàòüñÿ ïðè èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ (A,B),
ïîðîæäàÿ ðàçíîîáðàçíûå êàðòèíû, íî âñå îíè èìåþò òî÷êè íàêîïëåíèÿ ïîëþñîâ â
íåïîäâèæíûõ îñîáåííîñòÿõ xj = {0, 1,∞}.
Çíàÿ ñòðîåíèå óíêöèè k′2(τ) è óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ãðóïïû åå àâòîìîðèç-
ìîâ, ò. å. Γ(2), íå òðóäíî òàêæå îïèñàòü âåùåñòâåííûå èëè ÷èñòî êîìïëåêñíûå ïîëþñà
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(x)
èñ. 1. Ïîëþñà xmn âèäà (53) ðåøåíèé ÏèêàðàÕèò÷èíà (50), (54) ïðè
A = 125.45 − 103.29 i, B = 36.710 − 69.980 i è (n,m) = −30 . . . 70.
èç ñåðèè (53). Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå ñåðèÿ ïîëþñîâ (53) èñ÷åðïûâàåò âñå ïîëþñà ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (44) â ñëó÷àå Ïèêàðà: α = β = γ = δ = 0. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó (45)
z¨ = 0 ⇒ z = aτ + b è, êîíâåðòèðóÿ ïîäñòàíîâêó (46) â θ-óíêöèè, ìû ïîëó÷èì
y = −ϑ
2
3(τ)
ϑ24(τ)
θ22
(
z
2 |τ
)
θ21
(
z
2 |τ
) ⇒ y
Pi
= − 1√
x
θ22
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
”
θ21
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
” . (54)
åøåíèÿ ÏèêàðàÕèò÷èíà åñòü óíêöèè îò
√
x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàìà âåëè-
÷èíà
√
x = s, ÷åðåç èíòåãðàëû K,K ′(
√
x) è ïîäñòàíîâêó (46), ñâÿçàíà ñ ëèíåé-
íûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ôóêñà 2-ãî ïîðÿäêà ñ ÷åòûðüìÿ îñîáåííîñòÿìè
s = {0, 1,−1,∞}. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî áóäåò ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Õîéíà [9℄:
Yss = −1
2
(s2 + 1)2
s2 (s2 − 1)2 Y ⇒
Y2
Y1
= i
K(s)
K ′(s)
= τ . (55)
Ïîñêîëüêó óíêöèè ζ, ℘ îïðåäåëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëà-
ìè, ìû ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðèðóåìûìè â ýëëèïòè÷åñêèõ êâàäðàòóðàõ íàä äèåðåíöèàëüíûì ïîëåì, îïðå-
äåëÿåìûì óíêöèÿìè Õîéíà âèäà (55) èëè, ýêâèâàëåíòíî, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè
óíêöèÿìè Ëåæàíäðà îò êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé ïî x.
Ìû íàáëþäàåì òàêæå, ÷òî èçâåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Îêàìîòî y 7→ y˜ [17℄
y˜ =
x (x− 1) y yx − x y (y − 1)
x (x− 1) yx − y (y − 1)
,
ïåðåâîäÿùåå ðåøåíèÿ Ïèêàðà è Õèò÷èíà äðóã â äðóãà (èçâåñòíûé àêò), îñòàâëÿåò
èíâàðèàíòíîé ïîëþñà (53), íî äîáàâëÿåò/óíè÷òîæàåò âòîðóþ ñåðèþ ïîëþñîâ, îïðåäå-
ëÿåìóþ íóëÿìè óðàâíåíèÿ
ζ(Aτ +B|τ) = Aζ(τ |τ) +B ζ(1|τ) .
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Ýòî ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ A-òî÷åê òðàíñöåíäåíòíîé àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè
f(x;A,B) :
1
2π
θ′1
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
”
θ1
“
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B| iK(√x)K′(√x)
” , (56)
ò. å. óðàâíåíèþ f(x;A,B) = A. Ôóíêöèÿ (56) åñòü íå ÷òî èíîå êàê êàíîíè÷åñêèé íîð-
ìàëèçîâàííûé ìåðîìîðíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë I(z + B|τ), èìåþùèé ïîëþñ
â òî÷êå z = −B è ðàññìàòðèâàåìûé íà ïðÿìîëèíåéíîì ñå÷åíèè z = Aτ ïðîñòðàí-
ñòâà, ïîëó÷àåìîãî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (z) è 1-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (τ).
τ -óíêöèè ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè îáúåêòàìè â òåîðèè óðàâíåíèé Ïåíëåâå, ïîñêîëüêó
ãåíåðèðóþò èõ ãàìèëüòîíèàíû è äðóãèå îáúåêòû [10, 17℄. Îíè, îäíàêî, íåîáõîäèìû íå
ñòîëüêî äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ, êîòîðûå èçâåñòíû äëÿ âñåõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå, ñêîëüêî
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ÷åðåç íèõ â îðìå Ïåíëåâå (47). Ñì. íàïðèìåð ïîÿñíåíèÿ
Îêàìîòî íà ñòð. 740741 â [10℄ â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì τ -óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ñåðèè âû÷åòîâ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå-II.
τ -óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â [17℄, ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî ïèêàðîâñêîé ñåðèè ïîëþñîâ (53)
è ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ¾íåïîäâèæíîãî íåìåðîìîðíîãî¿ ìíîæèòåëÿ, ñ íàøåé
óíêöèåé
τ1(x;A,B) ∼ θ1
(
A
K(
√
x)
K′(
√
x)
+B
∣∣∣ iK(√x)
K′(
√
x)
)
.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âòîðîé ãàìèëüòîíèàí, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîé τ -óíê-
öèè è ïîëþñàì ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì âû÷åòîâ. Îíà äàåòñÿ îðìóëîé
τ2(x;A,B) = τ1(x;A,B)
d
dB
Ln
{
τ1(x;A,B) e
2piAB
}
.
Âûáîð òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìåðîìîðíûå àáåëåâû èíòåãðàëû
(èíòåãðàëû 2-ãî ðîäà) òèïà óíêöèé (56) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ïðîèçâîäíûå
îò ëîãàðèìè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ (èíòåãðàëû 3-ãî ðîäà) ïî ïàðàìåòðó, îïðåäåëÿþùåìó
ðàñïîëîæåíèå îäíîãî èç äâóõ ëîãàðèìè÷åñêèõ ïîëþñîâ (êîíñòàíòà B). Ýòîò àêò
ìîæåò áûòü ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ îáîáùåíèé, íî ìû èõ çäåñü íå îáñóæäàåì.
Çà íåäîñòàòêîì ìåñòà, ìû íå ïðèâîäèì òàêæå äðóãèå îðìóëû, êîòîðûå çäåñü
óìåñòíû, ïîñêîëüêó îíè ñ î÷åâèäíîñòüþ âûâîäÿòñÿ èç àíàëèòè÷åñêèõ îòâåòîâ êàê â x-
ïðåäñòàâëåíèè (50), (52), òàê è â τ -ïðåäñòàâëåíèè (48). Íàïðèìåð, ïðîñòûå âûðàæåíèÿ
äëÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìåòðèê ÒîäàÕèò÷èíà [24, 8, 15℄ èëè ÿâíûé âèä äèåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà íà τ -óíêöèè. Íà ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ óðàâíåíèé
íåîäíîêðàòíî óêàçûâàë Ïåíëåâå (ñì. íàïðèìåð [21, ñòð. 1114℄). Îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèÿìè óðàâíåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà íà σ(x|τ), óïîìÿíóòîãî â  5.
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Уважаемая редакция,
Я получил отзыв на мою работу “О функциях Якоби и Вейерштрасса (I)” . К
сожалению, текст рецензии не соответствует содержанию статьи.
Статья содержит десятки новых формул, а 10–15 из них являются очень важны-
ми. Например, уравнения из §§ 6–7 фундаментальны хотя бы потому, что определяют
замкнутое дифференциальное θ-исчисление. Более того, интеграл этих уравнений по-
рождает расширение столь знаменитого объекта как классические θ-функции. Рецен-
зент это проигнорировал и высказал мнение, что работа не подходит для публикации.
Вейерштрассовские ряды используются в литературе повсюду, а их аналоги для якоби-
евских θ до сих пор отсутствовали, но выписаны в статье. Если хотя бы этим результа-
там все еще не нашлось места в литературе, то возникает вопрос — какими критериями
руководствовался рецензент?
В отзыве написано “. . . мне как читателю оказывается сложным разобраться . . . ”.
Это возражение трудно комментировать, если учесть насколько классическими явля-
ются предмет работы и обширная литература на эту тему. Более того, в тексте ясно
указано, что является новым, а что известным. Если у автора отзыва и были несогла-
сия, то его аргументация должна была быть предельно конкретной. Рецензент, по всей
видимости, лишь «бегло оценил статью». Автор ожидал более внимательное отношение
и к формулам, и к тексту.
Я частично признаю как недостаток отсутствие подробностей. Но это компенсируют-
ся максимальным упрощением самого текста, хотя §§ 3–9 и могут на первый взгляд вос-
приниматься как «поток результатов». Слова “за недостатком места” означают, что
автор действительно испытывал проблему сжатия статьи для умещения ее в формат
[. . . ]. Если избыток результатов и является проблемой текста, то трудно предположить,
что это может быть поводом для отказа.
Надеюсь, что содержание этого письма послужит для редколлегии достаточным ос-
нованием поставить под сомнение объективность того, что Вам было предложено в ка-
честве отзыва на мою работу. Статья написана не для того, чтобы более года ожидать
1
2
-страничный отзыв без единого убедительного и даже конкретного возражения.
Поскольку мнения рецензента и автора статьи сильно расходятся, я прошу редкол-
легию предложить работу на отзыв другому рецензенту(ам).
На обратной стороне следуют комментарии к отзыву. Они являются важным продол-
жением данного письма и я очень надеюсь, что при рассмотрении статьи по существу,
они не останутся без внимания1. В особенности, прошу сопоставить выводы рецензента
и мой комментарий об уравнении Пенлеве. Для этого не надо быть экспертом в области.
С глубоким уважением, Ю.Брежнев
1Включая, быть может, нового рецензента.
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• “. . . в этой работе все “новые” утверждения являются более или менее тривиальными след-
ствиями известных фактов”.
В теории эллиптических и θ-функций все настолько подробно расписано, что за 170 лет
результатам статьи нашлось бы место хотя бы для упоминания в популярной ли-
тературе, статьях, справочниках или монографиях .
Как, например, сопоставить это возражение со значительно пересекающейся по вычислени-
ям статьей Короткина–Бабича (Lett.Math. Phys. (1998), 46, 323–337)? Она целиком состоит
из последовательности сложных вспомогательных вычислений (5 теорем + 4 леммы). Необ-
ходимость в них во многом отпадает, если использовать часть “тривиальных следствий” в
настоящей работе. В окончательных ответах функция θ′
1
там так и не появилась.
• “. . . многие формулы § 3, § 5–8 рецензенту хорошо известны”.
Здесь должна была быть хотя бы одна конкретная ссылка со страницами. Писать так, бу-
дучи рецензентом, не уважительно. Автор потратил значительное время на «сканирование»
литературы. Остается повторить здесь то, что выделено в предыдущем комментарии.
• “ . . . произвела на меня впечатление некоего справочного пособия . . . ”.
Как может текст, почти сплошь состоящий из новых результатов, быть “справочным посо-
бием, адресованным математикам, не знакомым с классической теорией . . . ”?
• “. . . на поверку оказывается тривиальным переписыванием хорошо известного . . . ”.
Для чего написан текст на стр. 27? Проблема фундаментальной τ -функции для мероморф-
ных решений уравнений типа Пенлеве, КдВ имеет обширную литературу начиная с Painleve´
(1902) и Jimbo–Miwa (1981). Однако не приведено еще ни одного результата, описывающего по-
люса общих решений уравнений Пенлеве через логарифмические производные. θ-функциональное
решение самого Хитчина сложнее формулы (50) в статье и не дает ответ о распределении по-
люсов. В то же время Хитчин отводит в своей работе несколько страниц на полярные разложе-
ния. Но, как явствует из рецензии, явный аналитический ответ ко всему вышесказанному (+
рис. 1) является “тривиальным переписыванием”. Является ли в таком случае тривиальным
переписыванием несколько страниц (+ теорема) известной работы [Kitaev–Korotkin (1998)],
посвященных этому же решению? Формулы в их статье еще более громоздки, чем форму-
лы Хитчина. Приведу слова самих авторов этой статьи, являющихся, кстати, признанными
экспертами в этой области: “. . . не легко непосредственно проверить (используя соответ-
ствующие тождества на тэта функции) совпадение различных форм решения . . . Окамото
и Хитчина . . . ”. Ни одно из этих решений не является явным и не имеет надлежащей лога-
рифмической производной. Слова “не легко” объясняются тем, что тогда еще не был известен
дифференциальный θ-calculus.
• “[. . . ]” ориентирован на публикацию новых и ярких результатов . . . ”.
Для чего предназначен текст введения и, в особенности, его 2-я половина? Замкнутым диф-
ференцированием обладают не просто эллиптические функции, а более фундаментальные
функции θ и θ′, но это, по мнению рецензента, не является новым результатом. Степенные
ряды для θ пытался получать еще Якоби, об этом нигде не упоминается, но явные ответы
тоже не нужны? Для чего тогда повсюду [13,18,19,23,25–27] и до сих пор [11] воспроизводятся
аналогичные формулы Вейерштрасса для σ? Видит ли рецензент принципиальную важность
перехода от уравнения в частных производных для θ к обыкновенным дифференциальным
уравнениям и неизбежность появления в аппарате θ′? А содержание и важность 4-го абзаца
на стр. 3?
Обобщение в § 8.7, судя по отзыву, считается несуществующим, хотя частному ϑ-констант-
ному случаю этого обобщения посвящена обширная статья [5]. Если рецензенту «хорошо из-
вестны» результаты §§ 5–7, то он мог сравнить их с § 1 этой статьи. Какая-либо необходимость
в трех-страничных вычислениях и лемме 1 в [5] теперь отпадает, коль скоро предъявлены ря-
ды и правила дифференцирования. Работа [5] опубликована недавно, тоже в [. . . ], и, к слову
сказать, первое предложение в ее аннотации является ошибкой. Правильное утверждение —
это начало § 7 в статье автора. Значительные упрощения имеют место также для вычислений
основного результата статьи [4, § 3].
